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1. Введение 

 В современной популяционной экологии проблема моделирования чис-

ленности промысловых видов животных и прогнозирование уловов занимает 

одно из центральных положений. Для популяций, интенсивно эксплуатируемых 

в течение длительного периода времени, процесс промыслового изъятия явля-

ется неотъемлемой составляющей биологического цикла, что не позволяет рас-

сматривать его отдельно от процессов естественной смертности или размноже-

ния. При этом снижение численности популяции под действием промысла про-

исходит по другим закономерностям, нежели в ходе естественной смертности. 

Стратегия промысла, осуществляемая людьми, отличается от "стратегии" воз-

действия природных факторов, будь то абиогенные воздействия или выедание 

хищником. 

 Вместе с тем интенсивность промысла сама по себе может весьма сложно 

зависеть от плотности популяции добываемых животных. Так, для мелких 

пушных зверей характерна сложная зависимость интенсивности охоты от чис-

ленности животных в данный охотничий сезон [8, 16, 19]. Охотники ведут ин-

тенсивный промысел при большой плотности  особей и практически отказыва-

ются от промысла в периоды депрессии численности. Еще более сильно и 

сложно зависит от численности (плотности) популяций интенсивность рыбного 

промысла, что является одной из центральных причин хорошо известных труд-

ностей и неудач при прогнозировании уловов [5, 15, 31]. Таким образом, при 

анализе механизмов динамики численности промысловых видов рыб необхо-

димо явно учитывать особенности и результаты их промысла. 

 Изучение законов динамики должно сопровождаться разработкой опре-

деленных стратегий промысла, направленных на поддержание популяций на 

уровне, обеспечивающем максимально возможный устойчивый "урожай", т.е. 

объем продукции, получаемый в ходе промысла. Задача оптимального управле-

ния численностью облавливаемой популяции как правило решается путем ус-

тановления определенной нормы изъятия, регулированием продолжительности 

и сроков промысла, разрешением или запрещением отдельных способов лова и, 
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возможно, дифференциацией характера промысла для различных возрастных 

групп (например, регулированием размеров ячеи сетей). Основная цель управ-

ления заключается в том, чтобы довести численность популяции до такого оп-

тимального уровня, определяемого естественной емкостью среды обитания (за-

пасом корма, размером ареала, наличием мест для нереста и нагула), при кото-

ром происходит наибольший ежегодный прирост численности эксплуатируе-

мой части популяции, и из года в год сохранять ее размер на этом уровне [1, 

17]. 

  Решение задачи оптимизации естественно проводить параллельно с по-

строением и анализом математических моделей динамики численности популя-

ции при сопоставлении везде, где это возможно, результатов моделирования с 

фактическими данными, полученными в ходе коммерческого или эксперимен-

тального промысла. Такое направление исследований стало уже каноническим 

и развито в сотнях публикаций (например, [1, 6, 17]).  

Цель данного исследования заключалась в построении и подробном ана-

лизе обобщенной математической модели динамики численности промысловых 

популяций, отражающей периодичность процесса размножения  и ориентиро-

ванной на описание и изучение результатов промыслового воздействия. Приво-

дятся результаты аналитического и численного исследования вариантов модели 

и оценки параметров на основании данных промысловой статистики. Основные 

усилия сосредоточены на анализе противоречий между стремлением к опти-

мальному изъятию и устойчивостью популяционной динамики. Нам представ-

ляется, что до сих пор этому противоречию не было уделено должного внима-

ния.   
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2. Математическая модель динамики численности локальной однородной 

популяции, находящейся под воздействием промысла 

 Будем  предполагать, что изменение численности локальной популяции за 

время жизненного цикла определяется следующими процессами: размножени-

ем, естественной смертностью и промыслом. Опишем изменение численности 

за время годового цикла в соответствии с общими принципами построения мо-

делей популяционной динамики в дискретном времени [1, 17, 25, 26, 29]. 

2.1. Изменение численности неэксплуатируемой популяции 

Обозначим через  численность популяции в n-ом году, оставшуюся 

после естественной убыли и промысла. С этой численностью популяция всту-

пает в размножение. Пусть в результате размножения появилось 

nX

( )nXB

))S1

nX

 новых 

особей (B- функция, описывающая зависимость численности потомков от числа 

родителей), которые после выживания  пополнят численность популяции в 

(n+1)-ом году на величину   (S(( nXB 1- функция, описывающая зависимость 

численности выживших особей от числа родившихся). Кроме того, из  осо-

бей, вступивших в размножение в n-ом году, до (n+1)-го года доживет какая-то 

часть, которую мы обозначим через ( )nXS2  (ясно, что разности -

  и -  - это число особей, потерянных в результате естест-

венной смертности). Следовательно, численность популяции в отсутствие про-

мысла (n+1)-го года составила бы величину   

( )nXB

( )( )nXBS1 nX ( )nXS2

( ) ( )( ) ( )nnnn XSXBSXFZ 211 +==+

( )XF

.     (1) 

  При этом предполагается, что особи, пополнившие популяцию за счет 

размножения, уже не отличаются по популяционным параметрам от взрослых 

особей, участвующих в размножении, т.е. популяция считается однородной и 

не обладающей возрастной структурой.  

Функцию   и ее график принято называть функцией и кривой вос-

производства соответственно [5, 15, 31]. Первое слагаемое в выражении для 

 принято называть пополнением, а величину 

( )XF

X - родительским запасом. 
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График функции  в этом случае называется кривой пополнения 

[15, 31]. Для промысловых популяций рыб, например, наиболее часто исполь-

зуются кривые Бивертона-Холта 

( ) ( )( )XR XBS1=

( )bXaXR += bXXeaR − и Рикера = 1

( )XF

. У.Е. 

Рикер вывел эту зависимость при изучении связи запаса и пополнения у лососе-

вых [15], имеющих, как известно, весьма сложную возрастную структуру. Вме-

сте с тем данная модель позволяет получить хорошие результаты и при описа-

нии динамики популяций с одновозрастным стадом [17], поэтому в дальнейшем 

все общие результаты мы будем иллюстрировать на примере модели Рикера. 

 Второе слагаемое в  описывает процесс выживания родительской 

части популяции. Естественно выбрать его в виде (( ) ( )XsXS X=2 , где )Xs

( )2 =XS

1<  - 

коэффициент выживаемости. Обычно этот коэффициент считается либо посто-

янным, либо убывающим с ростом численности. (Важными частными случаями 

однородной популяции являются популяции видов с не перекрывающимися по-

колениями, для которых . В этом случае кривые пополнения и вос-

производства совпадают). 

0

  Для однородных популяций с пополнением, описываемым кривой Рике-

ра, коэффициент выживаемости удобно принять равным bXea( )Xs −= 2  и соот-

ветственно ( ) bXXeaXS −= 22

( ) bXaXeXF

. В этом случае функция воспроизводства также 

оказывается «рикеровской»: −= 21 aaa (где += ), а соответствую-

щие модели имеют простой вид и неплохо отражают особенности динамики 

реальных рыбных популяций [15, 31]. 

 В общем виде функцию воспроизводства можно представить в виде:  

( ) aXXF ( )Xϕ =

( )X

,         (2) 

 где ϕ  - функция, характеризующая изменение приспособленности с увели-

чением численности. Обычно предполагается, что функция ( )Xϕ  является мо-

нотонно убывающей, т.е. ( ) 0<′ X ( ) 10ϕ , и =ϕ , что связано с лимитирующим 

воздействием среды обитания [6]. Отметим, что при наличии так называемой 
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( )Xобщественной агрегации в популяциях высших животных, функция ϕ может 

и не быть монотонной [2, 3], однако этот случай требует специального рассмот-

рения и лежит несколько в стороне от целей данной работы. Параметр а играет 

роль репродуктивного потенциала популяции - он равен максимально возмож-

ной скорости роста численности, которая (при отсутствии общественной агре-

гации) достигается при росте популяции в пустоту, т.е. при начальной числен-

ности, близкой к нулю. 

2.2. Изменение численности популяции, находящейся под действием  

промысла 

 Учтем теперь влияние промысла. Будем считать, что в результате про-

мысла изымается некоторое количество особей (Y ), причем величина изъятия 

зависит от текущего значения численности. Поскольку к моменту промыла 

(n+1)-го года численность популяции равна ( )nn XFZ =+1

( ) ( )
, то  

( )nnn XFGZGY == ++ 11

( )ZG

.       (3)  

 Зависимость  будем называть функцией промысла. Наиболее часто 

рассматривается случай, когда величина изъятия пропорциональна текущему 

значению численности , причем доля изъятия (( ) uZZGY == )u

111 +++ −= nnn YZX

 постоянна. Од-

нако в реальной ситуации очень трудно добиться независимости доли изъятия 

от численности популяции (точнее, от величины облавливаемого стада). Функ-

ция промысла может быть достаточно сложной, в частности, она может зави-

сеть от различных параметров, определяемых условиями и интенсивностью 

промысла. В последующих разделах работы мы сосредоточим наши усилия на 

описании и формализации некоторого конкретного вида функции промысла, а 

пока выпишем общее уравнение динамики (уравнение связи между значениями 

численностей в смежных поколениях).  

Учитывая, что численность популяции, с которой она вступает в размно-

жение в  (n+1)-ом году, равна разности между численностью популяции до 

промысла и величиной промыслового изъятия 

 ,        (4) 
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и  воспользовавшись соотношениями (1) и (3), получаем: 

( ) ( )( ) ( )n XXFGXFX Φ=−= nnn+1 .      (5)  

 Заметим, что если в качестве основной переменной выбрать величину Z, 

то соотношения (1), (3) и баланс (4) для n-го года дадут уравнение динамики 

( )( )( ) ( )nnnn ZZFGZFZ 11 Φ=−=+ .      (5’)  

Однако уравнение (5) предпочтительней для исследования, поскольку оно пе-

реходит в уравнение (5’) после формального применения к нему преобразова-

ния F : ( ) ( )( ))()( 1 nnn XFGXFFXF −=+ . Действительно, учитывая (1), получа-

ем: ( )( )( )112 +++ −= nnn ZFGZFZ . Вместе с тем, поскольку функции F и G не 

обязательно строго монотонны, однозначного обратного перехода от (5’) к (5) 

может и не быть. 

2.3. Определение максимального равновесного улова 

 Рассмотрим задачу определения стационарного значения численности 

популяции, обеспечивающего максимальный уровень изъятия в равновесном 

режиме.  Согласно (5) равновесное значение численности удовлетворяет урав-

нению 

 ( ) ( )( )XFGXFX −= ,        (6) 

и оно обеспечивает равновесный уровень изъятия 

 ( )( ) ( ) . XXFXFGY −==

,,...,, 21

Как само равновесное значение численности, так и равновесный уровень 

изъятия естественно определяются и параметрами функции воспроизводства 

(например, параметрами  a и b в уравнении Рикера), и параметрами функции 

промысла. Первые обычно считаются фиксированными и определяемыми био-

логическими особенностями промысловой популяции, вторые могут меняться с 

изменением условий и политики промысла [14, 18]. 

 Предположим, что функция промысла G содержит некоторый набор па-

раметров α lαα  тогда уравнение (6) можно записать в виде  

 ( ) ( )( )lXFGXFX α α α,...,,, 21−= . 
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Это соотношение  определяет неявно значение равновесной численности попу-

ляции, как функцию параметров ( )XX α α lα,...,,= 21 . Соответственно, величина 

равновесного изъятия также будет функцией данных параметров: 

 ( )( ) ( )ll XXFY α α α α α α,...,,,...,, 2121 −= . 

Ясно, что разным наборам параметров соответствуют разные равновес-

ные значения численности и, соответственно, разные равновесные уровни изъя-

тия,  причем для конкретного набора параметров может быть несколько равно-

весных значений. Таким образом, равновесные численность и изъятие сущест-

венно зависят от вида и значений параметров функции промысла.  

Определим такое равновесное значение численности популяции (и, соот-

ветственно, такие значения параметров функция промысла), при котором вели-

чина равновесного изъятия Y  достигала бы своего максимального значения. 

Имеем: 

 ( )( ) ( )( )
i

ll
i

XXXF
X

Y
∂α
∂ααααα

∂
∂

∂α
∂ ,...,,,...,, 221 −=   α1

или 

( )
ii

XXF
∂α
∂)1( −′=

Y
∂α
∂ ,   

откуда следует, что в точке экстремума Y  либо 

    ( ) 1=′ XF ,          (7) 

0=
i

X
∂α
∂либо . Обозначим решение уравнения (7) через X . (Геометрически, M

X M  - это такое значение численности, при котором касательная к функции 

воспроизводства параллельна биссектрисе первого координатного угла). Теперь 

мы можем определить в пространстве параметров поверхность уровня: 

 ( ) Ml XX =ααα ,...,, 21 ,        (8) 

на которой равновесное значение численности равно X M , а равновесное значе-

ние улова постоянно и, возможно, достигает экстремального значения. По-

скольку (8) является уравнением связи между параметрами, то для анализа ха-
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рактера экстремума достаточно вычислить вторую производную Y  по любому 

из них. Имеем: 

 
( )

( )
( )

2
2 ⎞⎛

∂α
∂

,...,,
2

,...,2,121
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜

⎝

′′=
== MXlXMl

i
M

XXi

XXFY

ααα
∂α
∂

ααα

, 

отсюда следует, что если функция воспроизводства в точке X M  выпукла 

( ( ) 0<′′ XF M ), то  равновесный улов достигает на поверхности (8) своего мак-

симального значения, равного 

( ) MMM X−

( ) bXaXeXF

XFY = .        (9)  

 Таким образом, равновесное значение численности популяции, обеспечи-

вающее теоретически возможный максимум равновесного улова,  а также ве-

личина соответствующего  максимального  равновесного улова определяется 

только функцией воспроизводства и может быть определено из уравнения (7). 

С биологической точки зрения это вполне естественно, поскольку теоретиче-

ски возможный максимум равновесного улова определяется биологией вида и 

экологическими особенностями данной популяции, величиной ее продукции, а 

не особенностями промысла.  От характера и параметров промысла зависит, 

возможно ли достижение этого максимума и удержание популяции на таком 

уровне, а не сам факт и условия его существования. 

2.4. Максимизация изъятия из «рикеровской» популяции  

 В качестве примера рассмотрим задачу определения  максимума равно-

весного улова и соответствующего равновесного значения численности для мо-

дели Рикера.  

Имеем −= ( ), ( )bXaeXF bX −=′ − 1 , отсюда согласно (6) полу-

чаем ( ) 11 =−− Xb Xbae M M . К сожалению, из этого уравнения X M  аналитически 

не выражается, однако может быть получено численно. Для этого уравнение 

удобно записать в виде ( )Xb Xbea M −= 1 M  и рассмотреть изменение функции 

a от аргумента MM Xb=x . Эта функция монотонно возрастает от 1 до беско-
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нечности при изменении аргумента от 0 до 1. Поэтому каждому значению па-

раметра а соответствует единственное значение X Mb , и соответственно каждой 

паре (a, b) - единственное значение X M , причем Xb 1< , а bX M 1M < . Далее 

находим  ( ) ( )M M XbXXF −= 1 M  и, подставляя это в уравнение (9), получаем: 

( )MMM Xb−XbY = 12 . 

2.5. Устойчивость равновесного значения численности 

 Вернемся к общему случаю. Предположим, что функция воспроизводства 

обеспечивает существование X M , и определим условия его устойчивости. Со-

гласно (5) и (7) имеем: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ( ))MMMMM XFG′−=XFXFGXFX ′′−′=Φ′ 1 ,     (10) 

следовательно, величина этой производной, характеризующей устойчивость 

X M , определяется исключительно функцией промысла (точнее, ее производной 

в точке ( )XF ).  M

Если вблизи равновесия величина изъятия очень резко возрастает при уве-

личении численности популяции ( ( ( )) 2>′ XF MG , подобное может быть для 

массовых промысловых видов, например, мелких пушных зверей), то  

( ) 1−<Φ′ X M  и X M  неустойчиво. При таком промысле численность популяции 

будет испытывать колебания, причем эти колебания будут вызваны именно 

воздействием промысла.  

Если вблизи равновесия величина изъятия возрастает при снижении чис-

ленности популяции ( ( ( )) 0<′ XFG M , (подобное вполне возможно для ценных 

промысловых видов), то  ( ) 1>Φ′ X  и M MX

( )( ) ( )XuFXFG =

 неустойчиво. При таком промысле 

популяция либо выйдет на более низкий уровень численности, либо вымрет. 

 Заметим, что в случае, когда величина промыслового изъятия пропорцио-

нальна численности , оптимальный промысел (обеспечиваю-

щий максимум равновесного изъятия) стабилизирует численность популяции 
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[12, 13, 20]. Действительно, в этом случае уравнения (5) и (6) могут быть запи-

саны в виде:  

 , ( ) ( ) ( )nnn XXFuX Φ=−=+ 11

( ) ( )XFu−= 1 X . 

Подставляя в последнее уравнение X M  (определенное из (7)) и решая его отно-

сительно u, можно найти оптимальное значение доли изъятия, обеспечивающее 

максимум равновесного улова: 

  ( )M
M

M XF
X

−1u =  . 

( ( ))Поскольку MX  меньше ( )MXF 1, то <Mu . Далее имеем MM uXFG =′ , 

( ) MM uX −=Φ′ 1 ,  следовательно, X M  является устойчивым состоянием равно-

весия и промысел с постоянной долей изъятия Muu =  должен стабилизировать 

численность популяции.  В частности, для модели Рикера 

( ) ( )MMM Xb−XXF = 1 , поэтому оптимальная доля изъятия 

 однозначно определяется параметром а. M M Xbxu == M

3. Формализация зависимости промыслового изъятия от величины  

промысловых усилий и численности популяции 

При предположении о постоянной доле изъятия не учитывается (по край-

ней мере, явно) зависимость величины промыслового изъятия от интенсивности 

промысла, которая, как правило, измеряется величиной промысловых усилий.  

Под промысловыми усилиями понимается количество использованных стан-

дартизированных орудий промысла (количество вынутых сетей, время трале-

ния, тоннаж рыболовецких судов и т.п.). Здесь возникают определенные труд-

ности, связанные с возможность использования при промысле одного и того же 

промыслового объекта весьма разных орудий и методик промысла. Будем счи-

тать эти трудности преодолимыми (в большинстве случаев так и бывает) и 

формализуем зависимость объема изъятия от величины промысловых усилий, 

которую обозначим через f.  
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В соответствии с концепцией парных взаимодействий естественно счи-

тать объем изъятия пропорциональным произведению величины промысловых 

усилий и текущего значения численности. Фактически такая зависимость уло-

вов от усилий  предполагается, например, при расчетах оптимальных усилий, 

выполняемых по методу Шефера [14, 32]. Однако эта зависимость хороша 

только при сопоставимых (малых) значениях  переменных (запасов и усилий).  

В случае, когда величина промысловых усилий велика, а численность по-

пуляции мала, объем промысла будет зависеть только от численности популя-

ции. Практически он будет пропорционален ей с коэффициентом пропорцио-

нальности, определяемым биологическими особенностями вида и методами 

промысла [21, 22].  

В свою очередь, при очень большой численности популяции (и малом ко-

личестве усилий) объем промысла будет фактически зависеть только от вели-

чины промысловых усилий (пропорционален этой величине) [21, 22].  

Всем этим требованиям можно удовлетворить, если выбрать функцию 

 в виде “трофической” функции [16] с насыщением как по численности 

популяции F, так  и по числу усилий f. Наиболее удобной представляется сле-

дующая формализация этой функции: 

( )FG

( ) ( )( ) Ffm
fFF

μ
ρG

++
=

1

0, →

.       (11) 

Используемые здесь параметры носят ясный содержательный смысл: ρ - мак-

симально возможная доля изъятия (при ∞→ Ff , ясно, что 1≤ρ  ), m - ве-

личина промысловых усилий, обеспечивающая долю изъятия, равную половине 

от максимально возможной при заданном уровне численности, 1/μ - величина 

численности популяции, при которой изымаемая доля равна половине от мак-

симально возможной при заданных промысловых усилиях. Функция  от-

ражает, в частности, хорошо известный факт, заключающийся в том, что вели-

чина изъятия, приходящегося на одно промысловое усилие, падает с ростом 

числа усилий.  

( )FG
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3.1. Оптимизация эксплуатации однородной популяции 

В дальнейшем сосредоточимся на рассмотрении частного случая зависи-

мости (11), когда ρ=1, μ=0 (можно выловить все и нет насыщения по численно-

сти популяции??), т.е. 

( )
fm

fFFG
+

=

( ) ( )

         (12)  

и доля изъятия однозначно определяется величиной промысловых усилий.  

 Подставляя (12) в (5) и учитывая изменение величины промысловых уси-

лий от года к году, получаем следующий вид модели динамики численности 

однородной  промысловой популяции, ориентированной на описание и иссле-

дование результатов промыслового воздействия 

( )
 

n
n

n
nn

nn fm
XmF

fm
XFfXFX

+
=

+
−=+1

F

.     (13) 

 Если в качестве исходной функции воспроизводства использовать модель 

Рикера , то уравнение (13) принимает конкретный вид: ( ) bXaXeX −=

 
n

bX
n

n fm
emaXX

n

+
=

−

+1 .        (14) 

Домножив обе части этого уравнения на b и перейдя к новой переменной 

x=bX, которую будем называть относительной численностью, получаем: 

n

x
n

fm
eamx n

+
=

−

1nx + .         (15) 

  Заметим, что значения величин  промысловых усилий во многих случаях 

известны для достаточно большого временного промежутка, причем они как 

правило сильно изменяются от года к году.  

 Если бы величину промысловых усилий можно было определять дирек-

тивно, то задача оптимизации изъятия свелась бы к определению оптимальной 

величины усилий.  Для модели (15) величина промысловых усилий однозначно 

определяет долю изъятия из популяции ( )fmfu = + . Вместе с тем, как уже 

указывалось, для модели Рикера  оптимальная доля изъятия, обеспечивающая 
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максимальный равновесный уровень изъятия, равна соответствующему значе-

нию устойчивой равновесной относительной численности 

( MM Xbx ==Mu ) и однозначно определяется параметром а из уравнения 

( )M
u ue M −1a = . Зная долю изъятия, мы могли бы определить оптимальную 

величину промысловых усилий: ( )MMM umuf += 1

( )nn xff

, зафиксировать усилия на 

этой величине и перевести популяцию в оптимальное устойчивое положение 

равновесия. Основная трудность здесь связана с тем, что промысловые усилия 

не удается фиксировать. Их динамика во времени определяется рядом факто-

ров, связанных как с технической обеспеченностью промысла, так и состоянием  

промысловой популяции. По-видимому, большую роль играет зависимость ве-

личины промысловых усилий от численности облавливаемой популяции.  

 Будем считать величину усилий функцией численности  = , 

(помня, что, возможно, это сложная функция ( )( )nn xFff = , поскольку усилия, 

скорее всего, зависят от текущего значения численности), параметры которой 

определяются техническими условиями промысла.  В этом случае ненулевые 

равновесные решения уравнения (15) неявно определяются соотношением  

( ) xamexfm −=+ ,        (16) 

а условия их устойчивости: ( ) 1<⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=

−

xx

x

xfm
amxe

dx
d , учитывая (16), можно запи-

сать в виде ( )
( ) 11 <

+
′

−−
xfm

xfxx  или 

 
( )
( ) x

x
xfm

xf
<

+
′

<−
21 − .        (17) 

3.2. Оценки параметров модели по данным промысловой статистики 

 Для конкретизации зависимости величины промысловых усилий от чис-

ленности была проведена оценка параметров модели (15) для ряда конкретных 

популяций промысловых видов рыб и беспозвоночных: калифорнийского жел-

топерого тунца Thunnus albacares, салаки Clupea harengus membras Рижского 
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залива, западнокамчатского минтая Theragra chalcogramma, Камчатского краба 

Paralithodes camtschatica.  Исходными данными служили сведения о величинах 

годовых уловов и величинах затраченных усилий [14], т.е. в наших обозначени-

ях это данные о реальных величинах Yn и  fn, обозначим их Y*
n и  f*

n , соответ-

ственно. Заметим, что под величиной усилий в данном случае понимается сум-

марное за год (точнее, за путину) количество стандартизированных усилий, 

специализированных для каждого объекта промысла: для тунца и салаки - ко-

личество поднятых неводов, для минтая - время траления, для краба – число 

поднятых сетей-ловушек. В соответствии с (12) и (15) модельные величины 

уловов равны 

 ( )
n

x
nn

n

bX
nn

n

nn
n fm

eaxkf
fm

eaXf
fm

XFfY
nn

+
=

+
=

+
=

−− −
−

−
−− 11 111

( )∑ −=
2* lnln nn YYLU

,  

где  k=1/b.  

Задача оценки параметров модели сводится к подбору значений a, m, k и 

x0 , при которых последовательность Yn наилучшим образом аппроксимирует 

известную последовательность Y*
n, причем относительные численности xn  оп-

ределяются из уравнения (15), а величины промысловых усилий считаются за-

данными fn= f*
n . Эта задача решалась численно методом Левенберга-

Маркварда [4]. Искались наборы указанных параметров, обеспечивающие ми-

нимумы величины . В приложении 1 приведен полный 

текст программы с комментариями в среде MathCAD, предназначенной для 

оценки коэффициентов модели по данным об уловах тунца. 

Для проверки качества реконструкции на основе предлагаемой модели 

был применен метод «ретро-прогнозирования» [7]. Для этого при подборе па-

раметров из рассмотрения были исключены последние пять значений последо-

вательностей {Y*
n} и {f*

n}, а затем делался прогноз на тот же период времени. 

Для оценки качества прогноза, в свою очередь, вычислялась средняя относи-

тельная ошибка (δ).  
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В таблице 1 приведены вычисленные значения параметров, а также зна-

чения коэффициента детерминации (R2) для реального и модельного рядов дан-

ных. В скобках указаны значения, полученные при ретро-прогнозировании. Ко-

эффициент детерминации является мерой качества аппроксимации, т.е. чем 

больше R2 , тем сильнее взаимосвязь между статистическими данными и мо-

дельным приближением к ним. 

 Таблица 1 

Значения параметров модели (15), полученные по данным реального промысла 

Вид Тунец Салака Минтай Краб 

a 4.08 (4.08) 2.38 (2.39) 2.21 (2.17) 2.58 () 

m 0.03 (0.03) 793.54 (790.70) 73.86 (75.06) 2.80 (2.85) 

k 274.90 (274.82) 657.96 (661.36) 4591 (4495) 95.59 (95.59) 

x0 0.8 (0.8) 1.5 (1.5) 0.2 (0.2) 0.95 (0.95) 

R2 0.81 (0.82) 0.63 (0.63) 0.87 (0.87) 0.81 (0.82) 

δ 16.5% 9.8% 22% 9.2% 
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 Рис. 1. Реальная и модельная динамика уловов тунца (а), салаки (б), 

минтая (в) и краба (г). По оси абсцисс: годы; по оси ординат: улов, млн. фун-

тов (а), тыс. ц (б), тыс. т. (в), млн. шт. (г). 

Графики реальной (сплошная линия на рисунке) и модельной (штриховая 

линия) динамики уловов для каждого из рассмотренных случаев приведены на 

рис. 1. Точечной линией представлены результаты реконструирования укоро-

ченного ряда и прогноз, сделанный на основе этой оценки. Как видно из графи-

ков, модельная и фактическая динамика уловов достаточно близки, что свиде-

тельствует в пользу применимости модели. Кроме того, при исключении из 

рассмотрения нескольких точек вычисления приводят к практически тем же 
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оценкам параметров, что свидетельствует об определенной устойчивости моде-

ли по отношению к ошибкам и случайным отклонениям в данных.  

 Теперь, зная параметры модели, можно для каждого случая рассчитать по 

формуле (15) значения относительных численностей в каждом из годов про-

мысла, а затем значения величин xaxexF −=)( . По этим рядам можно исследо-

вать статистические зависимости между величинами промысловых усилий f и 

значениями текущих (F) или исходных (х) численностей.  

Рис. 2. Аппроксимация зависимостей f(x) и f(F) степенными функциями 

для тунца (а), салаки (б), минтая (в) и краба (г). 
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На рис. 2  приведены распределения точек  ( )ii fx ;  и ( )iF

( )xf

if; , а также ап-

проксимации зависимостей  или ( )Ff  степенными функциями ви-

да αγxf = ( )[ ] или αγ xFf = . Значения параметров γ и α, а также соответст-

вующих коэффициентов детерминации (R2)  для каждого случая приведены в 

таблице 2.  

Таблица 2 

Результаты аппроксимации зависимости усилий от численности 

степенными функциями 

[αγxf =  ( )]αγ xFf =  Вид 

γ α R2 γ α R2

Тунец 300.48 -2.65 0.79 128.52 -3.43 0.78 

Салака 83.08 -1.82 0.78 121.67 -2.37 0.47 

Минтай 46.64 0.64 0.04 167.23 1.95 0.37 

Краб 0.33 -2.26 0.78 0.72 -3.64 0.41 

 

Как видно из этих данных, усилия в большинстве рассмотренных случаев 

более или менее закономерно изменяются с ростом численности, причем это 

изменение достаточно хорошо описывается степенной функцией (величина R2 

достаточно высока). Заметим, что величина усилий при этом, как правило, рас-

тет с падением численности популяции, т.е. параметр α  оказывается отрица-

тельным. Это, по-видимому, связано с тем, что при снижении численности об-

лавливаемой популяции промысловик, стремясь обеспечить требуемые объемы 

уловов, наращивает усилия [18, 21, 22]. 

3.3. Исследование модели при степенной зависимости усилий 

 от численности популяции 

 Итак, есть основания предположить, что величина усилий  зависит от 

численности популяции и формализовать эту зависимость степенными функ-

циями αγxf = ( )[ ] или αγ xFf = f x= γ. В первом случае ( α )  уравнение (15) 
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преобразуется к виду  

  ( )x
xm
examx n + ,     (18) 

n

x
n n

1
0

0
1 Φ=

+
=

−

α

( )[ ]f F x= γ
αво втором ( )  - к виду 

 
[ ]

( )x
eaxm

x
nx

n
n

0
1

+
=

−
+

exam nx
n

2
0 Φ=

−

α       (19) 

где m=0 γm . 

 Уравнения (18) и (19) имеют сходное качественное поведение.  

( )x1Φ  и (При   графики функций 0>α )x2Φ  пересекают биссектрису пер-

вого координатного угла в двух точках: нулевой и ненулевой (рис. 3). При этом 

нулевое равновесие неустойчиво, если  (1 ( ) a>a i =′Φ ), а ненулевое может 

быть как устойчивым, так и неустойчивым.  

0

При 0<α  естественно положить ( ) ( ) 0lim0 =Φ=Φ xii . В этом случае гра-

фики функций пересекают биссектрису либо в одной нулевой точке и целиком 

лежат под биссектрисой, либо в трех точках: нулевой и двух ненулевых (рис. 4), 

Рис. 3. Графики функций Φ1(х) (а) и 2(х) (б) при Φ α>0. Кривые соответ-

ствуют следующим значениям параметров: 1- отсутствие промысла; 

2 - m=0.25, α=2;     3 - m=0.0625, α=4;     4 – m=1, α=2;     5 – m=1, α=7. 
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( ) 0→′причем нулевое равновесие всегда устойчиво: Φ xi  при 0→x . Из двух 

ненулевых равновесий одно, меньшее, всегда неустойчиво (в нем 1>Φ′i

0>

), а вто-

рое устойчиво.   

Таким образом, в рамках данных моделей  при α  монотонное выми-

рание популяции оказывается невозможным, однако при 0<α  оно произойдет, 

если численность окажется ниже некоторого критического уровня (равного 

значению меньшего ненулевого положения равновесия).   

Рис. 4. Графики функций Φ1(х) (а) и Φ2(х) (б) при α<0. Кривые соответ-

ствуют следующим значениям параметров: 1- отсутствие промысла;  

2 - m=8, α=-3;    3 - m=1.42, α=-0.5;     4 – m=3, α=-3;    5 – m=1, α=-0.5; 

6 - m=1, α=-7;    7 – m=0.5, α=-7. 

3.3.1. Существование максимального уровня изъятия в стационарном  

состоянии 

 Рассмотрим вопрос о существовании стационарного значения численно-

сти популяции для моделей (18) и (19), обеспечивающего максимальный уро-

вень изъятия в равновесном режиме. Все нетривиальные стационарные точки 

(18)  и (19) удовлетворяют уравнениям 

 xeamxm −=+ 00
α ,        (20) 

( ) xx eamexam −− =+ 00
α

,      (21) 
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соответственно. Как было установлено ранее, равновесный объем популяции, 

обеспечивающий максимальный уровень изъятия при рикеровской функции 

воспроизводства, определяется равенством 
M

x

x
ea

M

−
=

1
. Подставляя это значе-

ние в (20) и (21), получим: 
M

M x
mxm
−

=+
1

0
0

α  и 

 
MM

M
x

m
x

xm
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
11

0
0

α
, откуда  

( ) 1
0 1 −−= α

MM xxm ,         (22) 

1

0

−⎞⎛ αxm
1 ⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝ −

=
M

M
x

.         (23)  

 Эти соотношения определяют связь между параметрами m0 , α  и x  (причем M

xM  взаимно однозначно связано с параметром а) для моделей  (16) и (17), со-

ответственно. Зафиксировав любые два параметра, можно определить значение 

третьего, которое гарантирует существование оптимального состояния равно-

весия, обеспечивающего максимум стационарного вылова.  

3.3.2. Устойчивость стационарного состояния 

  Предположим, что равенства (22) и (23) выполняются и исследуем дан-

ные положения равновесия на устойчивость.  

Несложные выкладки показывают, что величина ( )
( )
M
xfm

xf
+
′

M
 для модели 

(18) оказывается равна ( )α , а для модели(19)  равна x1−α M . Подставляя это 

выражение в (17), получаем искомые условия устойчивости для моделей  (18) и 

(19) соответственно в виде ограничений на параметр α :   

 
M

M
x

x−
=<<=−

21 21 ααα        (24) 

 ( )
M

MMM xx
x

x −
=<<=

−
−

1
1

21 ααα −
1

2
 .     (25) 
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При выполнении равенства (22) для модели (18) или (23) для модели (19) 

и при значениях α  от α 1 до α 2 (рис. 5 и 6) промысел приводит численность 

популяции к устойчивому оптимальному равновесию. Однако, если α  превос-

ходит α 2 , то ( )Mi x′Φ  оказывается меньше -1, оптимальное равновесии xM  не-

устойчиво и возникают колебания численности, вызванные “оптимальным” 

промыслом с переменной долей изъятия. 

 При α <α 1 ( )Mi xΦ′

Рис. 5. Области существования и 

устойчивости оптимальных равновесий 

в модели (18). Кривые 1-5 соответст-

вуют равенству (15) при m=0.1 (1), 

m=0.2 (2), m=1 (3), m=5 (4), m=50 (5); 

кривые 6 и 7 соответствуют верхней 

(α2) и нижней (α1) границам устойчи-

вости соответственно. 

Рис. 6. Области существования 

и устойчивости оптимальных равно-

весий в модели (19). Кривые 1-5 соот-

ветствуют равенству (15) при m=0.02 

(1), m=0.2 (2), m=1 (3), m=5 (4), m=50 

(5); кривые 6 и 7 соответствуют верх-

ней (α2) и нижней (α1) границам ус-

тойчивости соответственно. 

 оказывается больше 1 и оптимальное равновесие xM  

вновь неустойчиво. Если численность популяции оказывается больше xM , то 

промысел выведет популяцию на ненулевое стационарное состояние xx > M . 

Если же численность популяции оказывается меньше , то популяция под xM
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действием промысла вырождается. Разность между устойчивым равновесным 

состоянием x  и  неустойчивым xM  может служить в этом случае мерой устой-

чивости  популяции по отношению к промыслу. Она показывает, какое сниже-

ние численности популяции относительно равновесного уровня оказывается 

фатальным и приводит к ее вырождению. 

4. Бифуркационные  диаграммы 

 Для уравнений (18) и (19) были построены бифуркационные  диаграммы, 

характеризующие предельные режимы динамики в  зависимости от различных 

параметров.  Изменяя значение выбранного параметра (α , xM , m0) с достаточ-

но малым шагом, мы вычисляли большое число (N) членов последовательности 

xn. Далее строился график, по оси абсцисс  которого  откладывались  значения 

параметра, и для каждого такого значения наносились L точек  с ординатами, 

равными величинам последних членов последовательности xn. Поскольку число 

итераций выбирается достаточно большим (N берется равным нескольким ты-

сячам в то время как L – на порядок меньше), то, как правило, распределение 

значений  последних L членов не зависит от выбора x0 .  

Поскольку бифуркационная диаграмма строилась по одному параметру, 

то остальные нужно было каким-то образом фиксировать или определять.  Так, 

при изменении параметра α было зафиксировано значение оптимальной равно-

весной численности xM , что эквивалентно фиксации параметра а, вычисляемо-

го по формуле 
M

x

x
ea

M

−

α

=
1

, а значение параметра m пересчитывали при каждом 

изменении  по формулам (22) или (23), в зависимости от вида модели. Таким 

образом мы предполагали, что сохраняется значение xM , а промысел оптима-

лен в том смысле, что обеспечивает его существование, и следили за устойчи-

востью xM  (поскольку, как мы видели, существование не гарантирует устойчи-

вость) и характером поведения численности популяции. 

  На рис. 7а, б приведены бифуркационные диаграммы уравнений (18) и 
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α5.00 =m  для (18) и  m0 =1 для (19) по параметру  при α 5. ea 2=0=Mx , ( ), 

(19). Как и следовало из аналитического исследования, при -1<α < 3 в модели 

(18) и при -2<α < 6 в модели 

(19) последовательность xn 
сходится к x . При  M α >3  в 

модели (18) и α >6 в модели 

(19) сначала наблюдается се-

рия бифуркаций удвоения пе-

риода (циклы длины 2, 4, 8...) и 

переход к хаотической дина-

мике. При дальнейшем увели-

чении параметра α  зоны хао-

тической динамики переме-

жаются с зонами циклов, в ко-

торых вновь наблюдаются се-

рии удвоений периода, но уже 

для циклов длины 3, 4 ,5 и др. 

При <-1  в модели (18) и α

2< −α  в модели (19) популя-

ция вырождается ( x ) в 

случае 

0
Рис. 7. Бифуркационная диаграмма 

системы (18) (а) и (19) (б) в зависимости от 

параметра α. 

→n

xx < M0  и выходит на 

новое равновесие, если 

, что также соответствует результатам теоретического исследования.  xx >0 M

 Чтобы более строго отличить один  тип  динамического поведения от 

другого, на рис. 8 приведен показатель Ляпунова 

( ) ∑
=∞→

Φ′=
n

i
i

n
x

n 0
2ln1limλ   

α . Сопоставляя этот график с для уравнения (19) в зависимости от параметра 
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бифуркационной диаграммой, видим, что в области первой серии бифуркаций 

показатель Ляпунова отрицателен, затем становится положительным  и далее 

сохраняет положительные значения в областях хаотического поведения чис-

ленности, но оказывается отрицательным в "окнах" периодического, т.е. регу-

лярного режима динамики. 

 Теперь рассмотрим преобразования характера динамики численности по-

пуляции при изменении других параметров модели (19).  Зафиксировав =12, 

мы меняли 

Рис. 8. Показатель Ляпунова системы (19) в зависимости от параметра α. 

α

xM , (что эквивалентно соответствующему изменению параметра а), 

считая ( )( ) 1
0 1 −−= α

M Mxxm . В результате получили бифуркационную диа-

грамму и график показателя Ляпунова в зависимости от величины xM  (рис. 9 и 

10, соответственно). Как видно на этих графиках, рост xM  от 0 до 0.5 (т.е. рост 

а от 1 до e2 ) приводит к переходу от стационарного состояния к колебаниям 

(циклам длины 2, 4...) и хаосу. Дальнейший рост xM  приводит к обратной ре-

дукции хаоса до циклов конечной длины (...8, 4, 2). Цикл длины 2 наблюдается 

в достаточно большом интервале значений xM , включающем x =0.6, а затем M
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при x 65.0≈M  бифурцирует в цикл дли-

ны 4, который (по-видимому, после се-

рии бифуркаций, не наблюдаемых в 

данном масштабе графиков) сменяется 

хаотической динамикой. Этот хаос в 

свою очередь (при Mx ≈ 0.8) редуциру-

ется до циклов длины  8,4,2, причем по-

следний сменяется устойчивой стацио-

нарной точкой. Следует подчеркнуть, 

что стационарная точка Mx  существует 

всегда (на бифуркационной диаграмме 

она лежит на биссектрисе первого коор-

динатного угла), но в областях циклов и 

хаоса она является неустойчивой, и на диаграмме не выявляется. 

Рис. 9. Бифуркационная 

диаграмма системы (19) в зависи-

мости от величины xM . 

 Содержательно это 

означает, что устойчивость 

оптимальной промысловой 

стратегии при фиксирован-

ных высоких значениях па-

раметра α  (интенсивности 

изменения промысловых 

усилий с ростом численно-

сти)  весьма немонотонно  

зависит от оптимального 

равновесного уровня чис-

ленности Mx  и, соответст-

венно, от репродуктивного потенциала популяции а. Эта стратегия оказывается 

устойчивой только при низких и весьма высоких значениях репродуктивного 

потенциала, но не устойчива при средних его значениях.  

Рис. 10. График показателя Ляпунова 

системы (19) в зависимости от величины x . M
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 Если отказаться от предположения об оптимальности промысла и зафик-

сировать величины а и α , можно проследить изменение характера динамики 

численности в зависимости от параметра m0. Бифуркационная диаграмма моде-

ли (19) в зависимости от параметра m0 при α =12  и ea 2=x   (5.0=M ) приве-

дена на рис. 11. Как видно из этого рисунка, рост величины m0, характеризую-

щей степень трудозатрат при добыче данного вида, приводит к переходу от 

хаотической динамики к 

регулярной. Так, при 

m0=2 наблюдаются ус-

тойчивые 4-циклы, при 

3<m0 <9 - устойчивые 

2-циклы, при  m0>10 

численность популяции 

выходит на устойчивый 

стационарный уровень. 

Уменьшение параметра 

m0 приводит, вообще 

говоря, к обратному 

процессу. Вместе с тем можно отметить наличие большой зоны значений пара-

метра, при которых в популяции будут наблюдаться устойчивые колебания 

численности.  

Рис. 11. Бифуркационная диаграмма модели 

(19) в зависимости от параметра m0. 

4.1. Влияние насыщения по численности на функцию промысла  

в общем случае 

 Используя метод бифуркационных диаграмм, можно расширить рамки 

рассматриваемой модели и проанализировать влияние насыщения по численно-

сти на функцию промысла. Так, если   функцию ( )G F  выбрать в виде (11), то 

уравнение (19) преобразуется к виду: 
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Бифуркационная диаграмма модели (26) в зависимости от параметра μ 0  при 

m=1, =12  и α e2=x   (5.0=M a ) приведена на рис. 12. Из этого рисунка вид-

но, что рост величины μ 0, характеризующей уменьшение доли изъятия, прихо-

дящейся на отдельное промысловое усилие, с ростом численности популяции, 

приводит к переходу от 

хаотической динамики к 

регулярной. Так, при μ 0 

=0.07 наблюдаются устой-

чивые 4-циклы, при 0.1<μ 0 

<0.35 - устойчивые 2-

циклы, при μ 0 >0.4 числен-

ность популяции выходит 

на устойчивый стационар-

ный уровень. Уменьшение 

параметра μ 0 ведет к об-

ратному процессу. Таким 

образом, видно, что насыщение функции 

Рис. 12. Бифуркационная мо-

дели (26) в зависимости от 

 диаграмма 

параметра μ 0. 

( )G F

f x= γ α

( )[ ]f F x= γ
α

  по численности популяции F 

уменьшает запас устойчивости популяции – способствует переходу от хаотиче-

ской динамики к регулярной, в то время как насыщение по числу усилий увели-

чивает устойчивость популяции, т.к. приводит к обратному процессу. 

5. Некоторые обобщения для зависимости величины усилий от 

 численности 

Мы подробно рассмотрели ситуацию, когда зависимость величины уси-

лий от численности популяции описывается степенными функциями  

или  и получили описания динамических режимов при различ-
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ных значениях параметра α. Ясно, что такой вид зависимости может аппрокси-

мировать реальную ситуацию только для ограниченной области значений чис-

ленности. При достаточно большой численности популяции усилия, по-

видимому, слабо зависят от численности, а при очень малой – стремятся к ну-

лю, поскольку промысловик теряет интерес к данному объекту. Таким образом, 

более реалистична зависимость усилий от численности, вид которой приведен 

на рис. 13.  

По-видимому, наиболее правдо-
подобно эта зависимость описывает из-
менение усилий при уменьшении чис-
ленности давно облавливаемой популя-
ции. Действительно, пока численность 
ценного промыслового объекта еще 
достаточно велика, но заметно умень-
шается, промысловик, стремясь обеспе-
чить требуемые объемы уловов, нара-
щивает усилия. Однако, если числен-
ность объекта упала достаточно сильно, 
его промысел становится невыгоден и 
усилия резко падают. Для большинства 
рассмотренных объектов промысла 
численность, по-видимому, была еще 
достаточна для ведения интенсивного 
промысла, поэтому при поиске форма-
лизации зависимости усилий от чис-
ленности мы фактически аппроксими-

руем правую ветвь графика, приведенного на рис. 13, степенной функцией с 
отрицательным показателем. 

Рис. 13. Возможный вид за-

висимости величины промысловых 

усилий от численности популяции. 

Рассмотрим более общую ситуацию. Вернемся к уравнению (13): 

( )
n

n
n fm

XmF
+

=+1 ( ) ( )XaXXF и будем полагать, что согласно (2) ϕX = , а величина 

усилий зависит от численности популяции и эта зависимость описывается 

функцией от x или F(x), вид которой приведен на рис 13. 

5.1. Динамика численности в случае зависимости усилий от х  

 Рассмотрим вначале случай зависимости от x. В этом случае уравнение 

динамики имеет вид 
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( )
( ) ( )n

n

n XH
Xfm
XmaX

11 =
+

=+nX ϕ
,       (27) 

а его нетривиальные стационарные точки удовлетворяют соотношению 

( ) ( )XmaXfm ϕ=+

∞→X

H

. 

Левая часть этого соотношения - 

унимодальная функция, равная m в ну-

ле и ограниченная снизу этой констан-

той для всех X >0. Правая часть – моно-

тонно убывающая функция, равная ma 

в нуле и стремящаяся к 0 при  ). 

Следовательно, при a>1 графики этих 

функций всегда имеют хотя бы одну 

точку пересечения. Точнее, в зависимо-

сти от значений параметров модели та-

ких точек пересечения может быть от 

одной до трех (рис. 14). Соответствен-

но, уравнение (27) может иметь от двух 

до четырех стационарных решений (точек пересечения графика функции 

 и биссектрисы  первого координатного угла), включая нулевое.  

Рис. 14. Графики функций 

( )Xfm +  (1) и ( )Xmaϕ  при 

различных значениях параметров 

функции ( )Xϕ (2 - 4). 

( )nX1
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Проследим по кривым, приведенным на рис. 15, возможные бифуркации 

динамических режимов. Отметим вначале, что нулевое решение 

Рис. 15. Графики функции ( )XH1  при различных значениях параметров 

модели (27): 1 - отсутствие промысла; 2 - умеренный промысел; 3, 4, 5 - после-

довательное уменьшение репродуктивного потенциала (или увеличение интен-

сивности изъятия). 

0=X  всегда 

неустойчиво (кривые ( )nXH1  пересекают ось Ох в начале координат под углом, 

превосходящим 45 градусов).  При некотором значении бифуркационного па-

раметра модели (например, при малом значении репродуктивного потенциала 

популяции) существует еще одно ненулевое стационарное решение 

01 >= XX , которое может быть как устойчивым, так и неустойчивым, по-

скольку тангенс угла наклона касательной к кривой ( )nXH1  в этой точке 

меньше 1, но может быть и меньше –1.  При изменении этого параметра (на-

пример, при увеличении репродуктивного потенциала) за данным ненулевым 

решением возникает еще пара решений: неустойчивое 2XX =  и устойчивое 

3X=X

H1

. (В момент возникновения эта пара сливается в одну точку и является 

неустойчивой - кривая   касается биссектрисы и в окрестности точки 

касания целиком лежит под биссектрисой). При дальнейшем изменении пара-

( )nX
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метра решение 1XX =  и  неустойчивое решение 2XX =  сближаются, затем 

сливаются и исчезают. В системе вновь остаются два стационарных решения - 

нулевое неустойчивое и ненулевое 3XX = , которое теперь может быть как ус-

тойчивым, так и неустойчивым. 

 Поскольку промысловое изъятие производит на динамику популяции 

воздействие, качественно подобное снижению репродуктивного потенциала, то 

наблюдаемым перестройкам можно дать и другую интерпретацию. Умеренный 

промысел не приводит к кардинальному изменению динамического режима по-

пуляции, однако заметно снижает скорость роста популяции при низких чис-

ленностях.  Интенсификация промысла приводит к принципиальным изменени-

ям в характере динамики. При таком промысле, несмотря на возможность ус-

тойчивого пребывания популяции при больших численностях, область этой ус-

тойчивости оказывается ограниченной. Существует нижнее критическое значе-

ние 2XX =

( )
( )( )

 и, если численность в силу каких-либо причин упадет ниже этого 

уровня, то в дальнейшем она будет уменьшаться. И, хотя полного вырождения 

не происходит, нормальное восстановление также оказывается невозможным. 

Если же интенсивность промысла еще больше возрастет,  то промысел приведет 

популяцию к предельно низким значениям численности из любого ее состояния 

(даже весьма благополучного). Именно это и происходит в настоящее время для 

популяций многих ценных промысловых видов [12, 13, 22]. 

5.2. Динамика численности в случае зависимости усилий от F(х) 

Рассмотрим теперь случай зависимости f от F(x). В этом случае уравне-

ние динамики имеет вид 

( )n
n

n
n XH

XFfm
XmaXX 21 =

+
=+

ϕ
,      (28) 

а его нетривиальные стационарные точки удовлетворяют соотношению 

( ( )) ( )XmaXFfm ϕ=+ .       (29) 

Правая часть этого соотношения не изменилась. Рассмотрим его левую 
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часть. Будем считать, что F(x) – ти-

пичная унимодальная функция, гра-

фик которой подобен кривой Рикера, а  

f(F) - также унимодальная функция, 

график которой приведен на  рис 13. 

Естественно считать, что максималь-

ное значение функции воспроизводст-

ва F(x) больше значения FM, при ко-

тором достигается максимум функции 

f(F). (В противном случае  f(F(х)) 
оказывается унимодальной функцией 

от х и все исследование сводится к 

предыдущему случаю). Тогда в ти-

пичной ситуации графики  f(F(х)) как функции х (рис. 16) и, соответственно, 

левой части (29) оказываются двухвершинными кривыми. Это связано с тем, 

что при «средних» х величина F(x) оказывается достаточно большой, и промы-

словик может выбрать необходимый объем добычи, прилагая не очень большие 

усилия. Однако как при росте х, так и при его падении величина F(x) 
уменьшается и промысловик наращивает усилия. 

Рис. 16. Возможный вид зави-

симости F(x) и, соответственно, f(x) 

в случае, когда зависимость f(F) 

описывается кривой, приведенной на 

рис.13. 

Таким образом, при a>1 уравнение (29) может иметь от одного до пяти 

корней и, соответственно, уравнение (27) может иметь от двух до шести ста-

ционарных решений (точек пересечения графика функции ( ) и биссектри-

сы первого координатного угла), включая нулевое. Следовательно, в дополне-

ние к уже описанным динамическим режимам с двумя областями притяжения, 

здесь принципиально оказывается возможным режим, при котором существуют 

три неустойчивые стационарные точки (включая нулевую) и три «области при-

тяжения», из которых значения численностей сходятся к различным устойчи-

вым равновесиям или аттракторам других типов. Чтобы понять, реализуется ли 

подобная экзотическая ситуация, необходимы дальнейшие исследования. Одна-

nXH2
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ко уже сейчас ясно, что промысел может кардинальным образом влиять на ди-

намику численности популяции, переводя ее на новые, возможно достаточно 

сложные, режимы. 

6. Математическая модель динамики численности возрастной популяции, 

находящейся под воздействием промысла 

До сих пор мы рассматривали ситуацию, при которой все выжившие на 

первом году жизни особи «пополняли» родительскую популяцию (или стадо 

производителей) и уже не отличались от них по популяционным параметрам. 

Однако в большинстве случаев пополнение (или формирование) нерестового 

стада осуществляется за счет разновозрастных классов особей, каждая из кото-

рых прошла свой путь развития от рождения до вступления в размножения. Ес-

ли предположить, что основное действие плотностно зависимых факторов со-

средоточено на первом году жизни и после нереста все особи родительского 

стада погибают, как это происходит у лососевых рыб [9, 10, 15], то уравнение 

динамики численности родительского стада при отсутствии промысла можно 

записать в виде 

( )∑
−

=
++−+ =

1

0

k

i
ininikkn XXaX ϕ

)11
0

,..., −+
=

+ = kn
i

kn XX

∑=
i

iaa aaii /=

, 

где k - максимальный возраст особей в родительском стаде, ai - коэффициент, 

характеризующий вклад в репродуктивный потенциал соответствующего воз-

растного класса. Это уравнение удобно представить в виде 

( ) (
1

, +
−

++− =∑ nn
k

ininik XXFXXa ϕγ ,  

 (30) 

∑ =
i

i 1γ , где , γ . Величина a соответствует репродуктивному 

потенциалу популяции, коэффициенты iγ  характеризуют равновесную возрас-

тную структуру родительского стада. Фактически iγ  - это доли соответствую-

щих возрастов, умноженные на относительную (деленную на среднюю) про-
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дуктивность данного возраста [11, 13]. Если продуктивность (прежде всего ко-

личество и качество икры и мальков) не зависит от возраста родителей, то iγ  

равны долям соответствующих возрастов в родительском стаде и могут быть 

оценены на основе репрезентативных промысловых выборок.  

По аналогии с моделью Рикера будем считать ϕ(Х) экспонентой, а зави-

симость усилий от численности описывать степенной функцией 

( )[ ]αγ xFf = , тогда для промысловой популяции с функцией воспроизводст-

ва, удовлетворяющей (30), получим следующее уравнение динамики: 

α

γ
=

+−
+

=
−

+

∑ inx
in

k

i
ik

kn

ex
x

0
0

0
0am

     (31) 

γ ⎥
⎦

⎤
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⎣

⎡
+ +−

+
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−∑ inx
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k

i
ik exam

6.1. Существование и устойчивость стационарного состояния 

Уравнение (31) является аналогом одномерной модели (19). В стационар-

ном случае (31) принимает вид: [ ]αx

x

exam

examx
−

−

+
=

0

0 , что в точности совпадает 

со стационарным решением модели (19). Одинаковыми оказываются и области 

значений параметров, в которых эти решения оказываются устойчивыми. По-

кажем это. 

Устойчивость нетривиальной стационарной точки в данном случае зави-

сит от корней характеристического уравнения: 

( ) ∑
−

=
−=

1

0

k

i

i
ik

k x λγϕλ ,        (32)  

где ( ) ( ) ( )( )x MMM xx
MMM exaUexeUaxx −− ⋅′−−−== 1ϕϕ − . 

)(Поскольку 
x

( )α
α
xexam

exa
−+

−
=U , то в этом случае 

0



 38

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) 2

000 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅

−
+

′′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=

′

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
=′

−

−−

−

−

−

−

α

αα

α

α

α

α

M

MM

M

M

M

M

x
M

x
M

x
M

x
M

x
M

x
M

x
M

exam

exaexa

exam

exa

exam

exaU

 ( )( )

( )
.2

0

11
0

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−⋅⋅
=′

−

−−−−

α

α −αα α

M

MMM

x
M

x
M

xx
M

o

exam

exeexmaU  

Окончательно: ( )
( )

( )( )111 2

0

0
MM

x
M

x
M

MM xx

exam

exmaxx
M

M
ααϕ

α

α
.

αα
−−=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

⋅
−−=

−

−
  

Стационарная точка устойчива при ( )x 1ϕ < . Найдем, при каких значени-

ях параметра α выполняется это условие: 
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Итак, неподвижная точка будет устойчивой при 

( )
(( ))MM

M

M xx
x

x −
−

<<
−

<<
1

21
21 ααα−

1
, что совпадает с условием (16).  Та-

ким образом, все результаты о воздействии промысла на популяционную дина-

мику, полученные для (19), автоматически переносятся на модель (31). Вместе с 

тем следует отметить, что в зависимости от возрастной структуры популяции 

зона устойчивости может расшириться. На характер бифуркационных перехо-

дов возрастная структура также будет оказывать существенное влияние [10, 11, 

27]. 

6.2. Частный случай: динамика двухвозрастной промысловой популяции 

Рассмотрим для примера частный случай модели (31), а именно модель 

динамики популяции, нерестовое стадо которой представлено двумя возрас-

тными группами: 
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Устойчивость стационарной точки будет зависеть от корней характери-

стического уравнения: 

( ) ( ) 021
2 =⋅−⋅− γϕλγϕλ MM xx       (34) 

Проверим, что происходит на границах зоны устойчивости, определенной 

для общего случая. 

При 
Mx−

−==
1

1
1αα 021

2 =−− γλγλ уравнение (34) принимает вид: . С 

учетом того, что 112 =+ γγ , получаем: α1=λ , т.е. при 1α<  промысел будет 

вестись в неустойчивом равновесии, аналогично случаю с однородной популя-

цией. 

 При ( )
Mx−2

M Mxx −
==

12αα

021
2 =++ γλγλ 112 =+

 уравнение (34) принимает вид: 

. Поскольку 10 < <γγ  и iγ , то корни этого уравнения 

всегда будут меньше единицы по модулю. Следовательно, при значениях 

α 2α>  стационарная точка еще некоторое время будет оставаться устойчивой. 

Найдем условия, при которых в данном случае корни уравнения (34) достигнут 

значения 1 по модулю: 

1=λ  при ( ) =1Mxϕ . Этот случай соответствует рассмотренному: α 1α= . 

1−=λ  при ( ) ( )12
1

2 −
= γϕ Mx ; 

корни комплексно сопряженные и 12,1 =λ  при ( )
2

1
γϕ −=Mx . Легко убедить-

ся, что «бифуркационные» значения ( )Mx  совпадают при 3
12 =γ .  ϕ

На рис. 17 приведен параметрический портрет системы (33) в координат-

ной плоскости ( )( )Mxϕγ −;2 . Здесь в области I стационарная точка остается ус-

тойчивой; в области II наблюдается первая серия бифуркаций, а затем – хаоти-
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ческая динамика; в области III – динамика системы представлена циклами дли-

ны больше 2 либо нерегулярна; в области IV – промысел ведется в неустойчи-

вом равновесии, т.е. может привести к вырождению популяции в случае, если 

начальная численность будет меньше уровня 

Рис. 17. Параметрический порт-

рет системы (34). 

Рис. 18. Параметрический 

портрет системы (34) при фиксиро-

ванном = 5.0Mx . 

. Mx

На рис. 18 приведен параметрический портрет системы (33) в координат-

ной плоскости ( )γ α;2  при фиксированном значении x 5.0=M . Нумерация об-

ластей различной динамики – та же, что и в предыдущем случае. 

На рис. 19а,б приведены бифуркационные диаграммы системы (31) в за-

висимости от Mx

1.02 =

 при оптимальном m и k=2 для значений возрастных коэффи-

циентов γ  и 6.02 =γ  соответственно. Как видно из рисунков, тип возни-

кающих при потере устойчивости колебаний зависит от структуры репродук-

тивной части популяции. Так, появление первой серии бифуркаций здесь про-

исходит лишь в том случае, если численность старшей возрастной группы не 

превышает 30% от общей численности нерестового стада, в противном случае 
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при потере устойчивости начинается нерегулярная динамика, в зоне которой 

есть также «окна» с циклами конечной длины. 
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Рис. 19. Бифуркационная диаграмма системы (34) в зависимости от Mx  

для 1.02 =γ  (а) и 6.02 =γ  (б). 

Рис. 20. Бифуркационная диаграмма системы (34) в зависимости от α 

для 1.02 =γ  (а) и 6.02 =γ  (б). 
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На рис. 20а,б представлены бифуркационные диаграммы системы (31) в 

зависимости от параметра α при тех же значениях возрастных коэффициентов и 

фиксированных остальных параметрах: 5.0=Mx  (т.е. ea 2= 10), =m

∑=
−

=

−
+−+ +

1

0

k

i

X
inikkn ineXaX γ

.  

6.3. Численное исследование модели 

 Проведем предварительное исследование модели динамики возрастной 

популяции с рикеровской функцией воспроизводства без учета промысла. Эта 

модель имеет вид (30): 

 . 

 Выбор параметров для численного исследования можно производить раз-

ными способами. Метод простого перебора различных возрастных коэффици-

ентов для разных значений максимального возраста особей k может привести к 

бесконечному исследованию, при этом нет гарантии, что будут выделены все 

характерные для данной модели режимы динамики. В связи с этим для числен-

ного анализа выберем значения возрастных коэффициентов и параметра k, ха-

рактерные для реальных популяций тихоокеанских лососей, известные по отче-

там статистических исследований уловов.  

Таблица 3 

Возрастная структура Камчатских популяций лососевых 

Вид γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6 γ7

Кета 0 0 0.649 0.333 0.018 - - 

Нерка 0 0 0.044 0.487 0.469 - - 

Кижуч 0 0 0.413 0.01 0.553 0.013 0.011 

Чавыча 0 0 0 0.126 0.368 0.465 0.041 

 

Исходя из эмпирических данных о жизненных циклах лососей, параметр 

k был принят для нерки и кеты равным 5, для кижуча и чавычи – равным 7. Зна-

чения возрастных коэффициентов чавычи, кеты и кижуча были зафиксированы 

на уровне, характерном для популяций р. Большая, нерки – на уровне популя-
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ции оз. Азабачьего (Камчатка) [9, 24], эти коэффициенты приведены в таблице 

3. 

 Уточним, что здесь мы стремимся не верифицировать модель для прогно-

зирования состояния реальных популяций, а лишь проследить зависимость по-

явления более или менее сложных, регулярных или хаотических колебаний в 

зависимости от степени сложности возрастной структуры популяции. 

 Рис. 21. Фазовый портрет для мо-

дели динамики численности кеты, а=8.4 

 Рис. 22. «Удвоение» инва-

риантной кривой при а=17.5 
Как видно на представленных иллюстрациях, при небольших значениях 

коэффициента a все четыре системы характеризуются одинаковыми фазовыми 

портретами, что в биологической интерпретации означает сходную динамику 

численности рассматриваемых популяций, несмотря на существенные различия 

в возрастной структуре их нерестовых стад. При переходе через значение пара-

 Рис. 23. Ветвление 13-цикла в 

популяции кеты, а=19.0 

 Рис. 24. Фазовый портрет 

модели динамики кеты при а=23.0 
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метра a=1 нулевая стационарная точка теряет устойчивость и одновременно 

“рождается” новая устойчивая неподвижная точка.  

В модели, описывающей поведе-

ние численности кеты, эта точка теряет 

устойчивость при a≈8,4, в этот момент 

в системе начинаются колебания, а в 

фазовом пространстве возникает замк-

нутая инвариантная кривая (рис. 21). 

При дальнейшем увеличении параметра 

a в системе наблюдается очередная би-

фуркация: так, при a≈17,5 кривая "уд-

ваивается" (см. рис. 22). При a≈19,0 в 

системе ветвится 13-цикл, траектория 

показана на рис. 23; далее вокруг каждой точки цикла появляется предельный 

цикл (рис. 24, a≈23,0); а при a≈23,5 появляется так называемый "странный ат-

трактор" (рис. 25). 

У чавычи наблюдается подобная ситуация: стационарная точка теряет ус-

тойчивость при a≈8,05, при этом возникает замкнутая инвариантная кривая, ко-

торая при a≈15,5 “удваивается”, а при a≈18,5 – "удваивается" вновь (рис. 26 - 

28). Далее, при a≈20,0 в системе возникает "странный аттрактор" (рис. 29). 

 Рис. 25. «Странный аттрак-

тор» в популяции кеты, а=23.5 

 Рис. 26. Фазовый портрет для 

модели динамики чавычи, а=8.05 

 Рис. 27. Удвоение инвари-

антной кривой при а=15.5 
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 Рис. 28. Повторное удвоение 

инвариантной кривой при а=18.5 

 Рис. 29. «Странный аттрак-

тор» в популяции чавычи, а=20.0 

 Рис. 30. Фазовый портрет для моде-

ли динамики численности нерки, а=8.45 

 Рис. 31. Удвоение инвари-

антной кривой у нерки, а=14.6 

 Рис. 32. Ветвление 36-цикла в 

популяции нерки при а=17.5 

 

 Рис. 33. «Странный ат-

трактор» у нерки, а=19.5 
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 В системе, описывающей численность нерки, стационарная точка теряет 

устойчивость при a≈8,45, при этом в системе наблюдаются колебания. В фазо-

вом пространстве в этот момент возникает замкнутая инвариантная кривая, ко-

торая "удваивается" при a≈14,6, когда в системе наблюдается бифуркация уд-

воения периода колебаний (рис. 30 и 31). Далее, при a≈17,5 в системе ветвится 

цикл длины 36, траектория показана на рис. 32. При дальнейшем увеличении 

параметра a в фазовом пространстве возникает так называемый "странный ат-

трактор", представленный на рис. 33. При a≈27,0 в системе происходит очеред-

ная бифуркация: ветвится цикл длины 3, который остается устойчивым при 

увеличении a (рис. 34).  

 Рис. 34. Ветвление 3-цикла в 

популяции нерки при а=27.0 

 Рис. 35. Появление цикла 

длины 2 у кижуча, а=7.6 

  Динамика численности кижуча существенно отличается от вышеописан-

ной. При потере устойчивости неподвижной точкой, а это происходит при 

a≈7,6, в системе ветвится устойчивый 2-цикл, траектория представлена на рис. 

35. Следующая бифуркация наблюдается при a≈10,1. При этом значении пара-

метра 2-цикл теряет устойчивость и в фазовом пространстве возникает замкну-

тая инвариантная кривая (см. рис. 36). Далее, при  a≈19,0 в системе наблюдает-

ся “странный аттрактор” (рис. 37). 

 Опираясь на приведенные на рис. 38 - 41 графики главного коэффициента 

Ляпунова для всех систем, можно сделать вывод, что, начиная с некоторого 
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значения среднего числа выживших потомков от одной особи, характер дина-

мики становится нерегулярным. Для популяции кеты это значение a≈8,82, для 

кижуча - a≈14,71, для нерки - a≈15,03, для чавычи - a≈8,24. При переходе через 

эти значения репродуктивного потенциала динамика в общем случае становит-

ся непредсказуемой. Отметим, что эти значения близки к реально возможным, 

т.к. для лососевых среднее число выживших потомков от одной самки состав-

ляет 8-14 особей. 

 Рис. 36. Появление инвариант-

ной кривой при потере устойчивости 

2-циклом у кижуча, а=10.1 

 Рис. 37. «Странный аттрак-

тор» в модели динамики численно-

сти кижуча, а=19.0 

Еще несколько “окон” периодического, или регулярного поведения на-

блюдается далее при 33<a<43, 45<a<46, 53.5<a<55 в системе, отражающей из-

менение численности популяции кижуча, а также при a>28,02 в модели дина-

мики численности нерки. При таких значениях параметра a  динамика этих сис-

тем представлена соответственно устойчивыми 2- и 3-циклами. Однако в при-

родных условиях столь большие значения репродуктивного потенциала не дос-

тигаются, поэтому наличие «окон» регулярности в зоне хаоса интересно скорее 

как теоретический результат. 
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 Рис. 38. Наибольший показатель Ляпунова для 

модели, описывающей динамику численности кеты 

 Рис. 39. Наибольший показатель Ляпунова для системы, 

характеризующей популяционную динамику кижуча  
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 Рис. 40. Наибольший показатель Ляпунова 

для модели динамики численности нерки 

 Рис. 41. Наибольший показатель Ляпунова для системы, 

описывающей популяционную динамику чавычи 
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6.4. Оценка коэффициентов модели по данным реального промысла 

Для численного подбора коэффициентов модели (31) были взяты данные 
об общих американских уловах тихоокеанских лососей (нерки, кеты, кижуча и 
чавычи) в Беринговом море (Западная Аляска) [23]. 

Обозначим величины реальных уловов в i-ом году как , модельных – 

как . Верифицируемая модель динамики промысловой многовозрастной по-

пуляции имеет вид (31). Модельные величины абсолютных уловов: 
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    (35) 

Задача оценки параметров модели состоит в определении таких значений 

коэффициентов a, p, m0, α и γ , а также начальных значений численности, при 

которых последовательность {Y } наилучшим образом аппроксимировала бы 

известную последовательность {Y }. Оценка столь большого числа параметров 

по достаточно ограниченной выборке представлялась нецелесообразной. Было 

решено определить значения возрастных коэффициентов 

i

*
i

iγ  из косвенных со-

ображений. Поскольку есть данные о возрастной структуре ряда локальных по-

пуляций (п. 6.3), то мы выбрали значения возрастных коэффициентов в соот-

ветствии с этими данными. Ясно, что произвол здесь достаточно велик, но все 

же это сильно сократило число параметров, которые мы оценивали по динамике 

промысла. 

Как и ранее, параметр k модели (31) был принят для нерки и кеты равным 

5, для кижуча и чавычи – равным 7. Значения возрастных коэффициентов при-

ведены в таблице 3. 

Подбор остальных коэффициентов модели (a, p, m0 и α), как и в случае с 

однородной популяцией, велся по методу наименьших квадратов, реализован-

ному в пакете MathCAD 2001 Pro на основе метода Левенберга-Марквардта. 



 52

Минимизировалась функция . Для модели возрастной по-

пуляции также был применен метод «ретро-прогнозирования». Из рассмотре-

ния исключались последние пять значений последовательности {Y

( )− nn YY
2* lnln∑=

n
LU

*
n}, а затем 

делался прогноз на тот же период времени. Для оценки качества прогноза, в 

свою очередь, вычислялась средняя относительная ошибка (δ). 

Полученные значения параметров модели, дающие наилучшую аппрок-

симацию, приведены в таблице 4, в скобках приведены значения, полученные 

при ретро-прогнозировании. Как видно из таблицы, коэффициент детермина-

ции (R2) для реального и модельного рядов данных оказывается достаточно вы-

соким, что показывает наличие сильной взаимосвязи между статистическими 

данными и модельным приближением к ним. Оценки, полученные по полному 

и укороченному ряду, отличаются незначительно, что позволяет говорить об 

определенной устойчивости модели по отношению к ошибкам в данных. 

Таблица 4 

Параметры модели (31), полученные на основе 

данных реального промысла 

Вид Нерка Кета Кижуч Чавыча 

a 11.26 (11.26) 2.27 (2.62) 5.19 (5.13) 13.30 (13.30) 

p 24.60 (22.77) 53.73 (52.3) 4.84 (4.96) 26.12 (17.98) 

m 91.06 (139.06) 6.27 (5.37) 0.5 (0.5) 6.79 (3.27) 

α 3.76 (4.34) -2.67 (-2.77) -5.14 (-5.3) -1.52 (-1.77) 

R2 0.81 (0.81) 0.61 (0.76) 0.80 (0.84) 0.73 (0.69) 

δ 26.1% 17.8% 31.3% 13.3% 

 

Графики реальной и модельной динамики уловов для каждого из рас-

смотренных случаев приведены на рис. 42. Точечной линией представлены ре-

зультаты реконструирования укороченного ряда и прогноз, сделанный на осно-

ве этой оценки. Как видно из графиков, модельная и фактическая динамика 
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уловов достаточно близки, что также свидетельствует в пользу применимости 

модели.  

 Рис. 42. Реальная, модельная динамика и ретро-прогноз уловов нерки 

(а), кеты (б), кижуча (в) и чавычи (г)  
Обращаясь к результатам численного исследования (п. 6.3), находим, что 

полученные значения возрастных коэффициентов и репродуктивного потен-

циала кеты и кижуча соответствуют устойчивому стационарному состоянию в 

популяции, не подверженной промыслу. Таким образом, может быть сделано 
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предположение, что реальная нерегулярная динамика этих видов в значитель-

ной мере оказывается связанна именно с многолетним промыслом. Однако про-

верка этой гипотезы требует дальнейших исследований. Значения коэффициен-

тов, полученные для нерки и чавычи, соответствуют нерегулярной динамике и 

в неэксплуатируемых популяциях, следовательно, существующие колебания 

могут быть обусловлены как естественными факторами, так и ведением про-

мысла, либо совокупностью различных факторов. 

7. Заключение 

 В работе построена и подробно проанализирована математическая модель 

динамики численности локальной популяции, подверженной промысловому 

воздействию. Предложенная модель позволяет исследовать динамику как одно-

родных, так и возрастных популяций.  

Формализована зависимость промыслового изъятия от величины промы-

словых усилий и текущей численности популяции. Определены возможные ди-

намические режимы в зависимости от интенсивности изъятия и других промы-

словых характеристик. Показано, что если величина усилий нелинейно зависит 

от численности, то интенсификация промысла неизбежно приводит либо к вы-

рождению популяции, либо к возникновению сложных динамических режимов, 

в том числе хаотических.  

 Получены условия существования и устойчивости стационарных значе-

ний численности, обеспечивающих максимальный равновесный улов. Опреде-

лены все типы динамических режимов, возникающих при выходе параметров за 

границы областей устойчивости. 

 Оценены параметры модели для нескольких конкретных видов рыб и 

беспозвоночных по данным промысловой статистики. 

В заключение отметим, что отказ от любого из основных предположений, 

таких как выбранный качественный вид функции воспроизводства или принци-

пиальная нелинейность зависимости величины улова от усилий приводит к су-

щественному рассогласованию модельных результатов и данных наблюдений. 

При этом выбор конкретных функциональных зависимостей не имеет решаю-
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щего значения и отражает скорее пристрастия авторов, нежели существо дела. 

Так, мы пытались вместо модели Рикера при описании воспроизводства ис-

пользовать модель Хассела [29, 30]; при описании функции промысла - учиты-

вать насыщение по численности [18], а также использовать другие виды трофи-

ческой функции [3, 28]. Число параметров при этом, как правило, возрастало, 

причем непропорционально увеличению адекватности и точности модели, од-

нако основной вывод о том, что промысел существенным образом влияет на 

популяционную динамику и часто препятствует ее регуляризации, оставался 

неизменен. В тех моделях, где удавалось добиться согласования результатов 

моделирования с данными промысловой статистики, вылов нелинейно зависел 

от величины промысловых усилий, а усилия – от численности популяции. 

Именно это мы и пытались продемонстрировать в данной работе на самых про-

стых популяционных моделях. 
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кретный журнал, где возрастная 
структура была, по прошествии 
столького времени –  :(  Я 
нашла другой журнал. Но там 
возраста нет, только уловы. 
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Приложение 1 

Программа оценки коэффициентов модели (15) по статистическим данным об 

уловах тунца в среде MathCAD 2001 Pro 

Исходные данные: Real - вектор уловов; f - вектор промысловых усилий

Real
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72.229
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78.288

110.417

114.59
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:= f 0.001
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:=

Задаем первое приближение (начальные коэффициенты):

k 145:= m 0.8:=

a 2.15:= x0 0.8:=
Область изменения индекса:

n 0 21..:=
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Modeln 1+
par1 par0⋅ fn 1+⋅ xn e

xn−
⋅( )⋅

par2 fn 1++
:=

xn 1+
par0 par2 xn⋅ e

xn−
⋅( )⋅

par2 fn+
:=Model0

par1 par0⋅ f0⋅ x0 e
x0−

⋅( )⋅

par2 f0+
:=

n 0 20..:=

Для иллюстрации результатов на графике вновь задаем область 
изменения индекса, вычисляем величины общей численности и 
модельные величины уловов (Model) при подобранных значениях 
коэффициентов:

Иллюстрация результатов:

par

4.076

274.904

0.032

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

=Min par0 par1, par2,( ) 1 10 3−×=

par MinErr a k, m,( ):=

m 0>a 1>

Min a k, m,( ) 0.001Given

С помощью следующей процедуры (MinErr) находятся значения 
трех коэффициентов: a, k и m (составляющих вектор par), при 
которых отклонение реальной величины целевой функции от 
заданного значения (0.001) минимально.

Min a k, m,( )

1

21

j

ln Realj( ) ln
k a f j⋅ xj 1−⋅ e

xj 1−−
⋅( )⋅

m f j+

⎡⎢
⎢⎣

⎤⎥
⎥⎦

−
⎡⎢
⎢⎣

⎤⎥
⎥⎦∑

=

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

:=

Целевая функция имеет вид:

xn 1+
a m xn⋅ e

xn−
⋅( )⋅

m fn+
:=

Вычисляем модельные значения общей численности:
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corr Real Prognoz,( )2 0.816=corr Real Model,( )2 0.814=

Вычисляем коэффициент детерминации реального и модельного, а 
также реального и прогнозного рядов данных:

Далеее строим графики стандартными средствами MathCAD.

Prognozn 1+
prog1 prog0⋅ fn 1+⋅ xn e

xn−
⋅( )⋅

prog2 fn 1++
:=

xn 1+
prog0 prog2 xn⋅ e

xn−
⋅( )⋅

prog2 fn+
:=Prognoz0

prog1 prog0⋅ f0⋅ x0 e
x0−

⋅( )⋅

prog2 f0+
:=

Иллюстрация результатов:

n 0 20..:=

Получив значения коэффициентов, дающие наилучшее 
приближение к короткому ряду, вычисляем новые значения общей 
численности и модельных уловов, в том числе на пять лет вперед 
(делаем ретро-прогноз):

prog

4.075

274.816

0.031

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

=Min prog0 prog1, prog2,( ) 9.466 10 4−×=

prog MinErr a k, m,( ):=

m 0>a 1>

Min a k, m,( ) 0.001Given

Min a k, m,( )

1

16

j

ln Realj( ) ln
k a f j⋅ xj 1−⋅ e

xj 1−−
⋅( )⋅

m f j+

⎡⎢
⎢⎣

⎤⎥
⎥⎦

−
⎡⎢
⎢⎣

⎤⎥
⎥⎦∑

=

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

:=

xn 1+
a m xn⋅ e

xn−
⋅( )⋅

m fn+
:=

n 0 16..:=

Вся проведенная процедура повторяется на более короткой области 
значений индекса n (делаем приближение по укороченному на 5 
значений ряду данных):
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