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 "!$#&%('�)+*�%-,�.0/213*�%�40)65�4�798;:<%�:+/2)>=?7@1&A�!CB�401�#2)64�4�!EDF'�%�GHG@)6I0)64�J�%�79*�K&4�!ED
L I�72#&40)64�%�5

ẋ = Ax MON>P
Q 1�I01>RF'S7T)</ Q 1&/21�B-,?U97>'S72#�7T)>=V!C5W1&/21&A�I�79RX)64�%0)>= etA : Rn → Rn ,YB�1�Z['S7 A\ =?7T/&I�%�J�7 n × n ]_^ *�8`GH%�B�:<%�I01�#�724�401�Z+1 t = τ Q 12*�1>R;%�= eτA = B ]ba 1�Z['S7=?7T/&I�%�J�7

B Q 1�:+/21>8�4�4�70,�%"I�79U>401�:+/&401&) L I�72#&40)64�%0)
xn+1 = Bxn Mdc&P

Q I0)e'�:+/T72#T*�8�)</f:+1&A&1�5�'�%�:<B�I0)</&4 L0g '�%�4�7&=V%�.0)6:<B L0g :<%�:+/2)>= L , Q 12* L .0)64�4 L0g %hU
Q 1&/21�Bh7 etA MON>P Q I�%"1&/21&A�I�79RX)64�%�%

x→ Bx.

a 1�.�401�/T72BfRi)j40)+*�%�40)65�4�798�:<%�:+/2)>=?7
ẋ = f(x) Mlk�P

%f)<) Q 1&/21�B ϕt
Q 1�I01>RF'S7 g /m40)+*�%�40)65�401&)31&/21&A�I�79Ri)64�%0)

xn+1 = G(xn) Mon(P
%h*�%

x→ G(x),Z['�)
G = ϕτ

\ 40)+*�%�40)65�4�798F#2)6B0/21�I�4012U>4�7>.�4�798pG L 4�B�J�%h8 ]�q :e*�% Q 1&/21�B ϕτ

Zr*�7>'�s
B�%�5 M :<Bh79RX)>=t, r I�79U�40) Q I0)6I�!C#&401u'�%�GHG@)6I0)64�J�%�I L )>=V!C5 P ,C/21 G \ Zr*�7>'�B�1&)1&/21&A�I�79Ri)64�%0)�,2%�=�) gwv )<)xZr*�7>'�B�1&)x1&A�I�7T/&401&)�,9/ ] ) ] '�%�GHG@)<1�=�1�I�GH%hU9= ]�y /21@16'�%�4%hU Q I�%�=�)6I01�#z/21�Z+1�,6Bh72Bj40) Q I0)6I�!C#&4�!C5 Q 1&/21�B Q 1�I01>RF'S7T)</z'�%�:<B�I0)</&401&){1&/21&A�I�7>sRi)64�%0) ]0| 12*�)<)}#�79R;4�!C5 Q I�%�=�)6I-,�1&/21&A�I�79Ri)64�%0)3~ L 724�B(72I0)�,�A L '�)</XI�72:<:6=�1&/&I0)64#�:e*�)e' L0gwv %(D�*�)6B�J�%h8hD ]
^ %�GHG@)<1�=�1�I�GH%hU9=�!�%h*�%�'�%�:<B�I0)</&4�!t)H'�%�4�7&=V%�.0)6:<B�%0)j:<%�:+/2)>=V! Q I0)e'�:+/972#9s*�8 g /w:67&=�1�:+/21>8�/2)+*�K&4�!C5X4�7 L .�4�!C5X%�40/2)6I0)6: ]T� :+1&A&1&)Y#&4�%�=?724�%0)t=V!�A L '�)>= L '�)es*�8�/&K;40)<1&A�I�7T/&%�=V!z=W1&/21&A�I�79RX)64�%h8�=$/972B�%�=t,�Bh72B

x → x − x2. Md�&P
�_�T�T�T�0� N&� ~�1�Bh79R;%0/2)�,h.0/21i1&/21&A�I�79Ri)64�%0) (x, y)→ (y, bx+ dy− y3)

8�#T*�8�)</&:r8
'�%�GHG@)<1�=�1�I�GH%hU9=�1�=u'�*�8

b 6= 0
%"#&!C.�%�:e*�%0/2)j1&A�I�7T/&401&) ]
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x → Bx Q I0)e'�:+/T72#T*�8�)</ :+1&A&1�5 Q 1�:e*�)es'�1�#�7T/2)+*�K&401�:+/&K3/21�.0)6B {xi}∞i=−∞

,21 Q I0)e'�)+*�)64�4 L0g G@1�I�= L *�1�5 xi+1 = Bxi ]�� g sA�798�4�7>.�79*�K&4�798�/21�.�Bh7 Q 1�I01>RF'S7T)</m)e'�%�4�:+/&#2)64�4 L0g 1�I0A�%0/ L�Q I�% L :e*�1�#&%�%-,�.0/21
B
40)j%�=�)<)</�4 L *�)6#&!ED":+1&A�:+/&#2)64�4�!ED�U>4�7>.0)64�%�5 ]
 "! 1 Q I0)e'�)+*�%�= �"! �������#�
$���� , �
� �"! �������#�
$���� %�% �����&�h�'	�()����� Q 16' Q I01�:+/&I�724(s:+/&#�7 Q 1m724�79*�1�Z<%�%�:�*�%�40)65�4�!z=V%�#2)6B0/21�I�4�!z=V% Q 12*�8�=V% �

Es = span{ns

:+1&A�:+/&#2)64�4�!ED M Q I�%�:+1&)e'�%�40)64�4�!ED P #2)6B0/21�I01�#;:H:+1&A�:+/&#2)64�4�!z=V%U>4�76.0)64�%h8�=V%
λm � |λm| < 1} ,

Eu = span{nu

:+1&A�:+/&#2)64�4�!ED M Q I�%�:+1&)e'�%�40)64�4�!ED P #2)6B0/21�I01�#�:H:+1&A�:+/�#2)64�4�!C=V%U>4�76.0)64�%h8�=V%
λl � |λl| > 1} ,

Ec = span{nc

:+1&A�:+/&#2)64�4�!ED M Q I�%�:+1&)e'�%�40)64�4�!ED P #2)6B0/21�I01�#;:H:+1&A�:+/&#2)64�4�!z=V%U>4�76.0)64�%h8�=V%
λk � |λk| = 1} ]

� I0A�%0/&! 4�7
Es

%
Eu

Dh72I�72B0/2)6I�%hU L0g /&:r8 ,(:+1&1&/&#2)</&:+/&#2)64�401�,(:rRp7T/&%0)>=`%mI�72: s/680Ri)64�%0)>= ]�* 1&/&: L /&:+/&#&%�% B�I�7T/&4�!ED :+1&A�:+/&#2)64�4�!EDpU>4�7>.0)64�%�5;:rRp7T/&%0)�%mI�72:+/68hsRi)64�%0)x1�Z<I�724�%�.0)64�! Z+)<1�=�)</&I�%�.0)6:<B�%�=V% Q I01�Z<I0)6:<:<%h8�=V% � : L0v )6:+/&# L0g / Q 1�:+/21>8�4(s4�!t)
c > 0

%
α < 1

/T72B�%0)�,�.0/&1F'�*�8
n ≥ 0

|xn| ≤ c αn|x0|, x0 ∈ Es, M,+�P
|x−n| ≤ c αn|x0|, x0 ∈ Eu. M.-&P

q :e*�%i%�=�) g /&:[8iB�I�7T/&4�!t)C:+1&A�:+/&#2)64�4�!t)YU>4�7>.0)64�%h8 ,6/21�Z['S70,9B(72Bi%X#}:e* L .�7T) Q 1&/21TsB�1�#�,S:[Rp7T/&%0) M %h*�% I�72:+/680Ri)64�%0) P 40)X1&A>80U97T/2)+*�K&401 A L '�)</0/6B(: Q 1�40)64�J�%�79*�K&4�!z=t,.0/21�%h*�* g :+/&I�%�I L )</21-7>'S7>.�7 ch]0a )>=u40)3=�)640)<)�,3/6B(: Q 1�40)64�J�%�79*�K&4�798�1�J0)64�B(7 Q 1TsQ I0)+R;40)>= L =�16Ri)</�A�!t/&K Q 1�:+/&I01&)64�70,?)6:e*�% |λj| < 1
'�*�8 #&:+)eDW:+1&A�:+/&#2)64�4�!ED

U>4�7>.0)64�%�5 ]
�_�T�T�T�0� ch]
* !C.�%�:e*�%0/2)31�I0A�%0/�! '�*�8"1&/21&A�I�79Ri)64�%�5

x→
[

1/2 0
1 1/2

]

x, x→
[

1 0
1 1

]

x

%�%hU61&A�I�79U>%0/2)i%(D�:[D�)>=?7T/&%�.0)6:<B�%�4�7 Q *�1�:<B�1�:+/&% ] ~�1�Bh79R;%0/2)�,S.0/21 /21�.�Bh7 (0, 0)72:<%�= Q /21&/&%�.0)6:<B�% L :+/21�5�.�%�#�7�# Q )6I�#21�=�:e* L .�7T)x%i40) L :+/21�5�.�%�#�7w#21@#2/21�I01�=�:e* L s.�7T)�,(D�1&/68 |λ| = 1 ]
4�)6:6=�1&/&I&8 4�7 Q I01&A2*�)>=V!@,�1&A L :e*�1�#T*�)64�4�!t)fB�I�7T/&401�:+/&K g , Q I�% 1&/&: L /&:+/&#&%�%

L =?7T/&I�%�J�! B
:+1&A�:+/&#2)64�4�!ED U>4�7>.0)64�%�5-, Q 1 =�16' L * g I�72#&4�!ED$)e'�%�4�%�J0)�,�U>4�7>s

4�%0) :+1&A�:+/&#2)64�4�!ED U>4�7>.0)64�%�5W'�1�:+/T7T/21�.�401 '�*�8�#&!C#216'S7�1&A L :+/21�5�.�%�#21�:+/&% ]5*
6



/</21�=�:e* L .�7T) M�� , ��P 4�79U>!C#�7 g / � ���
� ������	������ !�� ��� 40) Q 16'�#&%hR;401�5;/21�.�B�1�5 ]�* 1&1&ATsv )�,�)6:e*�% xs
\ 40) Q 16'�#&%hR;4�798 /21�.�Bh7m1&/&1&A�I�79RX)64�%h8 G

,�/21f)6:+/&K
G(xs) = xs

%
Gx(xs)

40)m%�=�)<)</�:+1&A�:+/&#2)64�4�!ED U>4�7>.0)64�%�5-,	I�72#&4�!ED Q 1 =�16' L * g )e'�%�4�%�J0)�,b/21
xs

4�79U>!C#�7T)</&:r8 � ���
� ������	���� � !�� ��� 40) Q 16'�#&%hR;401�5�/21�.�B�1�5 ]� L0v )6:+/&# L )</ /2)<1�I�%h8 '�%�GHG@)<1�=�1�I�GH%hU9=�1�#�, Q 72I�79*�*�)+*�K&4�798 /2)<1�I�%�% Q 1&/21TsB�1�# ]�* .�72:+/&401�:+/&%-,>/2)<1�I0)>=?7C1z*�%�40)>72I�%hU972J�%�%j%XI0)+U L *�K>/T7T/&! 1&Aw%�4�#�72I�%�7240/&4�!ED=V401�Z+1&1&A�I�79U>%h8hD Q I�%�=�)64�%�=V! B31&/21&A�I�79Ri)64�%h8�=�/21�.�401w/T72BHRi)�,>Bh72BjB Q 1&/21�Bh7&= ]
�x�(�����	�H��

�z~ L :+/&K G : Rn → Rn \ (C1)

sl'�%�GHG@)<1�=�1�I�GH%hU9= :"Z<% Q )6I0A&1Ts*�%�.0)6:<B�1�5�40) Q 16'�#&%hR;401�5�/21�.�B�1�5
xs ]Ea 1�Z['S7`: L0v )6:+/&# L )</ Z+1�=�)<1�=�1�I�GH%hU9= h

,
1 Q I0)e'�)+*�)64�4�!C5�#p40)6B�1&/21�I01�5"1�B�I0)6:+/&401�:+/&% U

/21�.�B�%
xs

,�/T72B�1�5�.0/&1
h(G(ξ)) = Gx(xs) · h(ξ)'�*�8�#&:+)eD

ξ ∈ U ]
�x�(�����	�H����� M 1&A L :+/21�5�.�%�#21�= =V401�Z+1&1&A�I�79U>%�%f40) Q 16'�#&%hR;401�5�/21�.�B�% P~ L :+/&K G : Rn → Rn \ (C1)

sl'�%�GHG�)<1�=�1�I�GH%hU9= :mZ<% Q )6I0A&12*�%�.0)6:<B�1�5 40) Q 1Ts'�#&%hR;401�5 /21�.�B�1�5
xs ](a 1�Z['S7j: L0v )6:+/&# L0g /j*�1�Bh79*�K&4�!t) L :+/21�5�.�%�#21&)@% 40) L :+/21�5(s.�%�#21&)w=V401�Z+1&1&A�I�79U>%h8

W s
loc(xs)

%
W u

loc(xs)
,�B(72:67 gwv %0)6:r8�#@/21�.�B�) xs

:+1&A�:+/&#2)64(s
4�!ED Q 16' Q I01�:+/&I�724�:+/&# Es % Eu 1&/21&A�I�79Ri)64�%h8 Gx(xs)

% %�=�) gwv %0) :+1&1&/&#2)</9s:+/&# L0gwv %0) I�79U9=�)6I�401�:+/&% ]  "401�Z+1&1&A�I�79U>%h8 W s
loc

%
W u

loc

%�=�) g /u/ L Ri) Zr*�7>'�sB�1�:+/&K�,�.0/21m%f1&/21&A�I�79Ri)64�%0)
G ]

� � � �'	�()��� � L :+/21�5�.�%�#21&) % 40) L :+/21�5�.�%�#21&)$=V401�Z+1&1&A�I�79U>%h8 1 Q I0)e'�)+*�8 g /&:r8:e*�)e' L0gwv %�= 1&A�I�79U61�= �
W s

loc(xs) =

{

x ∈ U : lim
n→+∞

Gn(x) = xs, Gn(x) ∈ U ∀ n ≥ 0

}

,

W u
loc(xs) =

{

x ∈ U : lim
n→+∞

G−n(x) = xs, G−n(x) ∈ U ∀ n ≥ 0

}

.

� 	����e�'	�()��� � L :+/21�5�.�%�#21&)F% 40) L :+/&1�5�.�%�#21&)p=V401�Z+1&1&A�I�79U>%h8�1 Q I0)e'�)+*�8 g /&:r8�/T72BRi)�,_Bh72B�'�*�8 Q 1&/21�B�1�#�, QhL /2)>=�1&A�� )e'�%�40)64�%h8 Q 1�:e*�)e'�1�#�7T/2)+*�K&4�!ED Q I01&1&A�I�79U61�#%f1&A�I�79U61�#F*�1�B(79*�K&4�!ED�=V401�Z+1&1&A�I�79U>%�5 �
W s(xs) =

⋃

n≥0

G−n (W s
loc(xs)) , W u(xs) =

⋃

n≥0

Gn (W u
loc(xs)) .

� *�)e' L )</ Q 1�=V4�%0/&K�,�.0/21 Q 1&/21�B�%�%�1&/21&A�I�79Ri)64�%h8 %�=�) g / Q I�%�4�J�% Q %�79*�K&401&)I�79U<*�%�.�%0) � )6:e*�% ����������� %h*�% �&�h��� � �����
�#��������� � � ϕt(p)
Q I0)e'�:+/T72#T*�8�)</�:+1Ts

�
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�"!#��� ���
G : Rn → Rn

A&1�5 � �
�
$ �%$u#
Rn ,�/21 ����������� ���������h���������#� {Gn(p)} \ /</21 ��� ! 	
�e����$T���
� 	�(%&��� ! � (
���>� � � ]�a 72B�%�=�1&A�I�79U61�=t,�)6:e*�%;%�4�#�72I�%�7240/&4�!t)H=V401�Z+1&1&A�I�79U>%h8 Q 1&/21�B�1�#:+1�:+/21>8�/ %hUi1&A�� )e'�%�40)64�%h8�G379U61�#&!ED�B�I�%�#&!ED-,�/21f#m:e* L .�7T)X1&/21&A�I�79Ri)64�%�5�1�4�%8�#T*�8 g /&:r8 1&A��-)e'�%�40)64�%h8�=�% 1�I0A�%0/9,z:+1�:+/21>8 v %(D %hU '�%�:<B�I0)</&4�!ED /21�.0)6B M :6= ]'V%�: ]?N>P ]by /21�I�79U<*�%�.�%0)�1�Bh79Ri)</&:r8�#�79R;4�!z= Q 12U+'�40)<)�, Q I�% 1&A�: L RF'�)64�%�% Zr*�1TsA�79*�K&401�Z+1 Q 1�#2)e'�)64�%h8 M '�%�4�7&=V%�B�% P :<%�:+/2)>=V! ]1-7&=�)</&%�=t,(.0/21iU97 Q %�:<K G2(p)

12U>4�7>.�7T)</
G(G(p))

,0724�79*�1�Z<%�.�401
Gn(p)

12U>4�7>s
.�7T)</

n
s g %0/2)6I�72J�% g /21�.�B�%

p Q I�% 1&/21&A�I�79Ri)64�%�% G ]Va 72B�%�= 1&A�I�79U61�=t,�)6:e*�%
%�=�)<)</&:r8�J�%�Bh* %hU

k
I�79U<*�%�.�4�!ED /21�.0)6B

pj = Gj(p0)
,
j = 0, . . . , k − 1

,x%
Gk(p0) = p0

,�/21 1�4�1&A�I�79U L )</ �
� �
���>����� � !��)�%$ ��������� � Q )6I�%016'S7 k ])( :+/21�5�.�%(s#21�:+/&KC/T72B�1�531�I0A�%0/&! 1 Q I0)e'�)+*�8�)</&:r8@*�%�40)>72I�%hU61�#�724�4�!z=�1&/21&A�I�79Ri)64�%0)>= Gk
x(p0)

,
%h*�%-,0I�72#&401�:<%h*�K&401�,

Gk
x(pj)

'�*�8 * g A&1�Z+1 j ] * :<%h* L J0) Q 401�Z+1 Q I�72#&%h*�7j'�%�GHG@)esI0)64�J�%�I01�#�724�%h8 ,�=V! %�=�)<)>=
Gk

x(p0) = Gx

(

Gk−1(p0)
)

· . . . · Gx (G(p0)) · Gx(p0).

*H72B %�'�*�8 Q 1&/21�B�1�#�, Q 1�#2)e'�)64�%0)F*�%�40)65�401�Z+1"1&/21&A�I�79Ri)64�%h8 Mdc&P 1 Q I0)e'�)+*�8hs)</&:r8 :+1&A�:+/&#2)64�4�!z=V%�U>4�7>.0)64�%h8�=V%m%m:+1&A�:+/&#2)64�4�!z=V% M Q I�%�:+1&)e'�%�40)64�4�!z=V% P #2)6B(s/21�I�7&=V%�=?7T/&I�%�J�!
B ]~�1�:<B�12*�K&B L #CB L I�:67>D Q 1C/2)<1�I�%�%H1&A�!CB�401�#2)64�4�!ED�'�%�GHG@)6I0)64�J�%�79*�K&4�!ED L I�72#9s40)64�%�5�%�40)+*�%�40)65�4�!ED B�12*�)<A�724�%�5�I0)e'�B�1 1&A�: L RF'S7 g /&:r8�1&/21&A�I�79Ri)64�%h8 ,�=V!

I�72:<:6=�1&/&I�%�= 40)6B�1&/21�I�!t)f'�)</T79*�%$A&12*�)<) Q 16'�I01&A�401 ]�^ *�8W16'�401�=�)6I�401�Z+1 1&/21&ATsI�79Ri)64�%h8 ,�B�1�Z 'S7
n = 1

%
B = b

)6:+/&K�:<B(79*�8�I-,�7F1�I0A�%0/97p/21�.�B�% {pj}∞j=0

U97>'S7>s
)</&:r8 Q I01�:+/21wZ+)<1�=�)</&I�%�.0)6:<B�1�5 Q I01�Z<I0)6:<:<%0)65 pj = bj p0

,6: L0v )6:+/&# L )</ n,+ 1&A v %(D +
-



b < −1

−1<b<0

0<b<1

b > 1

b = −1 

b = 0

b = 1

O 

O 

O 
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O 

P
0

P
2
 P

1
 

P
1
 P

2
 P

0
 

P
2
 P

1
 P

0
 

P
0
 P

1
 P

2
 

P
1
 P

0
 = P

2

P
m

=O P
0
 

P
0
=P

m

������� 6 � � ��
���� ��� � ��� � ������������� ���������
�"! ��� ���
x → bx

:e* L .�798`% k + 40)<1&A�!C.�4�!ED + , Q )6I0)6.�%�:e*�)64�4�!ED`# a 7TA2*�%�J0) N % Q 1�Bh79U9724�4�!ED`4�7'V%�: ]-ch] � * L .�72% � % - :+1&1&/&#2)</�:+/&# L0g / |b| = 1
,S:e* L .�725 + \ 1&/21&A�I�79Ri)64�%0) Mdc&P#&!CI01>RF'�)6401�,&7w:e* L .�72% N \ n I0)6Z L *�8�I�4�!t)�, |b| < 1
%h*�% |b| > 1 ]>^ 79*�)<)t=V! :<G@1�I(s= L *�%�I L )>= /21�.�40)<)�,�.0/21;1&A&12U>4�7>.�7 g /�/</&%"/2)6I�=V%�4�! ]

�x����������� 

� ~�1�#2)e'�)64�%0)@*�%�40)65�401�Z+1�1&/21&A�I�79Ri)64�%h8
x→ bx

� * L .�725 � Q %�:6724�%0)
N&] b < −1 � :+/21�.�4�%�B�: Q )6I0)>=�)6401�5f1�I�%0)640/T72J�%0)65
ch] −1 < b < 0

� /21�B�: Q )6I0)>=�)6401�5�1�I�%0)640/T72J�%�%
k0] 0 < b < 1

� /21�B-,�:+16D�I�724h8 gwv %�5f1�I�%0)640/T72J�% g
n�] b > 1 � :+/21�.�4�%�B-,�:+16D�I�724h8 gwv %�5f1�I�%0)640/T72J�% g
�h] b = −1 � I�%0)640/T72J�%h8�=�)64h8�)</&:[8 ,�#&:+)H/21�.�B�% Q )6I�%016'S7 c
+0] b = 0 * :+)H/21�.�B�% Q )6I0)eD�16'�8�/�# � Q I�% Q )6I�#21�5"%0/2)6I�72J�%�%-,1&/21&A�I�79Ri)64�%0)X40)<1&A�I�7T/&%�=�1&)
-h] b = 1 � I�%0)640/T72J�%h8�:+16D�I�724h8�)</&:r8 ,�#&:+)H/21�.�B�% \ 40) Q 16'�#&%hR;4�!t)

* 1&1&A v )EZ+1�#21�I�8 ,<'�*�8 n ≥ 1
/&% QiL :+/21�5�.�%�#21�:+/&%F40) Q 16'�#&%hR;401�5F/21�.�B�% x = 01 Q I0)e'�)+*�8�)</&:r8�7TA�:+12* g /&401�5�#2)+*�%�.�%�401�5�:+1&A�:+/&#2)64�4�!ED�U>4�7>.0)64�%�5�=?7T/&I�%�J�! B �

• q :e*�%�'�*�8 #&:+)eD;:+1&A�:+/&#2)64�4�!ED�U>4�7>.0)64�%�5 |λj| < 1
,�/21p=V! %�=�)<)>= ! ��� ��,�/21

)6:+/&K L :+/21�5�.�%�# L0g 40) Q 16'�#&%hR;4 L0g /21�.�B L ]
• q :e*�% |λj| > 1

'�*�8�40)6B�1&/21�I�!ED�:+1&A�:+/&#2)64�4�!ED U>4�7>.0)64�%�5 % |λi| < 1
'�*�8

'�I L Z<%(D-,�/21;/21�.�Bh7 ! �e� 	���$T�'� ]
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(x1, x2)

• q :e*�% Ri) |λj| > 1
'�*�8`#&:+)eD :+1&A�:+/&#2)64�4�!ED U>4�76.0)64�%�5-, /21�40) Q 16'�#&%hR;4�798/21�.�Bh7 \ � ! ���>�#��� � ]

• q :e*�%`'�*�8W40)6B�1&/21�I�!EDW:+1&A�:+/�#2)64�4�!{D U>4�7>.0)64�%�5 |λj| = 1
,�/21 # 4�7 Q I�72#9s*�)64�%h8hD

vj
,x:+1&1&/&#2)</&:+/&# L0gwv %(D /</&%�= :+1&A�:+/&#2)64�4�!z= U>4�7>.0)64�%h8�=t,x401�I�=?7

:+16D�I�724h8�)</&:r8 M )6:e*�% /212*�K&B�1 /</&% U>4�7>.0)64�%h8 40)�8�#T*�8 g /&:r8 B�I�7T/&4�!z=V%-,t:
40)</&I�%�#&%�79*�K&4�!z=V%"Ri1�I&'S72401�#&!z=V%"A2*�1�Bh7&=V% P ]

�_�T�T�T�0� k0] '�79U>I�7TA&1&/T7250/2)�:[D�)>=?7T/&%�.0)6:<B L0g Bh*�72:<:<%�GH%�Bh72J�% g , Q 16'�1&A�4 L0g a 7>sA2*�%�J0) N ,h'�*�8�'�# L =�)6I�401�Z+1p1&/21&A�I�79Ri)64�%h8 x→ Bx
,�Z['�)

B =

[

b11 b12

b21 b22

]

.

* 1�:<401�# L Bh*�72:<:<%�GH%�Bh72J�%�% Q 12*�1>R;%0/2)i:+1&A�:+/&#2)64�4�!t)@U>4�7>.0)64�%h8�=?7T/&I�%�J�! B ]
q :e*�%$.0)</&401&)�.�%�:e*�1 :+1&A�:+/&#2)64�4�!ED U>4�7>.0)64�%�5 %�=�) g /�1&/&I�%�J�7T/2)+*�K&4�!t) #2)esv )6:+/&#2)64�4�!t) .�72:+/&%-,	/21 1&/21&A�I�79Ri)64�%0) x → Bx

! ��� �h���#�
��� ���
�
������� % � $z,�7
Q I�%;4�79*�%�.�%�%m40)6.0)</&401�Z+1j.�%�:e*�7H:+1&A�:+/&#2)64�4�!EDpU>4�7>.0)64�%�5�:C1&/&I�%�J�7T/2)+*�K&401�5m#2)es
v )6:+/&#2)64�401�5 .�72:+/&K g 1�401 %hU9=�)64h8�)</ 1�I�%0)640/T72J�% g ] 4H7 'V%�: ]Yk Q 1�Bh79U9724�! :+1Ts
D�I�724h8 gwv %0)�1�I�%0)640/T72J�% g M���P , M ��P % =�)64h8 gwv )<) 1�I�%0)640/972J�% g M !>P *�%�40)65�4�!t)1&/21&A�I�79Ri)64�%h8

x →
[

λ1 0
0 λ2

]

x.

"



~�12*�1>Ri)64�%h8�:+1&A�:+/&#2)64�4�!ED�U>4�7>.0)64�%�5"1&/&401�:<%0/2)+*�K&401m)e'�%�4�%�.�401�5�1�B�I L R;401�:+/&%4�7fB�1�= Q *�)6B(:<401�5 Q *�1�:<B�1�:+/&% Q 1�B(79U9724�! #f#2)6I&D�40)65 .�72:+/&%�I�%�: L 4�B�1�# ] * Bh79RFs
'�1�=�%hUp:e* L .�7T)6# 1�I�%0)640/&%�I01�#�724�4�!C5 .0)</&!CI0)eD L Z+12*�4�%�B�������� 1&/21&A�I�79Rp7T)</&:r8
#�� ′ � ′ � ′ � ′ ]
^ *�8p/21�Z+13.0/21&A�! Q 1�. L #&:+/&#21�#�7T/&K3A&1�Ze7T/&:+/&#21j%p:e*�1>R;401�:+/&Kj#212U9=�1>R;401�Z+1 Q 1Ts#2)e'�)64�%h8m40)+*�%�40)65�4�!EDm1&/21&A�I�79Ri)64�%�5-,0=�1>R;401 Q 1�/6B(: Q )6I�%�=�)640/&%�I01�#�7T/&Ki:+1X:e*�)es' L0gwv %�=V%�'�# L =�8 Q I�%�=�)6I�7&=V% ]

�_�T�T�T�0� n�] � B�12*�K&B�1�40) Q 16'�#&%hR;4�!EDi% Q )6I�%016'�%�.0)6:<B�%(Dj/21�.0)6B * !`:6=�1>Ri)</2)E4�725(s/&%X'�*�8�:e*�)e' L0gwv )6Z+1w16'�401�=�)6I�401�Z+1@1&/21&A�I�79Ri)64�%h8�%j'�# L =�)6I�401�Z+1w'�%�GHG@)<1�=�1�I(sGH%hU9=?7
	 � A�: L '�%0/2)F%(D L :+/21�5�.�%�#21�:+/&K ] ~H72I�7&=�)</&I µ
%hU9=�)64h8�50/2)p# L B(79U9724�4�!EDZ<I�724�%�J�7>D ]

(a) x→ µx(1− x), µ ∈ [0, 4],

(b) (x, y)→ (y,−0.5x+ µy − y3), µ ∈ [2, 4]. f1>Ri)</2)z*�% * !W4�7250/&%�A�%�G L I�Bh72J�%01�4�401&)zU>4�7>.0)64�%0) Q 72I�7&=�)</&I�70, Q I�%;B�1&/21�I�!ED#212U>4�%�Bh7 g /;401�#&!t) Q )6I�%016'�%�.0)6:<B�%0)3/21�.�B�%�	

* Bh7>.0)6:+/&#2)XU972Bh* g .�%0/2)+*�K&401�Z+1 Q I�%�=�)6I�7�'�# L =�)6I�401�Z+1 1&/21&A�I�79RX)64�%h8 :3'�1Ts#212*�K&401;:e*�1>R;401�5�'�%�4�7&=V%�B�1�5�I�72:<:6=�1&/&I�%�= Q I01�:+/21&)H*�%�40)65�401&)31&/21&A�I�79Ri)64�%0)
[

x

y

]

→
[

1 1
1 2

] [

x

y

]

, (x, y) ∈ T 2 = R2/Z2. M
��P
�F79U61�#&!z= Q I01�:+/&I�724�:+/&#21�= 8�#T*�8�)</&:r8X'�# L =�)6I�4�!C5p/21�I T 2

, Q 12* L .0)64�4�!C5 QhL /��>=1&/21>RF'�)6:+/&#T*�)64�%h8�/21�.0)6B-, B�1&1�I&'�%�4�7T/&! B�1&/21�I�!ED 1&/6*�%�.�7 g /�:r8`4�7�J0)+*�!t);.�%�: s*�7 ] ~HI�% /</21�= B(79RF'�1�= L .�%�:e* L #&%('S7 m + a
,	Z['�)

m \ J0)+*�1&) % 0 ≤ a < 1
,

:+/T72#&%0/&:r8`#":+1&1&/&#2)</&:+/&#&%0)
a \ )6Z+1 '�I01&A�4�798`.�72:+/&K ]	� /21&A�I�79Ri)64�%0);1 Q I0)e'�)+*�)es401�B�1�I�I0)6B0/&401 4�7

T 2
, Q 1�:<B�12*�K&B L 1�401�:+1<D�I�724h8�)</ Q )6I�%016'�%�.0)6:<B L0g I0)��X)</&B L ]

� g A�798�/21�.�B(7m)e'�%�4�%�.�401�Z+1 B�#�7>'�I�7T/T7 [0, 1] × [0, 1]
,�B�1&/21�I�798 Q I�%�%0/2)6I�72J�%h8hD1&/21&A�I�79Ri)64�%h8 M
��P Q 1 Q 7>'S7T)</w#C'�I L Z+1�5jB�#�7>'�I�7T/9, Q )6I0)>=�) v 7T)</&:r834�79U97>'F#}%�:[D�16'�s4�!C5"B�#�7>'�I�7T/ ] 4H7 Q I�%�=�)6I-,h)6:e*�% (x, y) = (−1.4,+1.2)

/21m=V! L :+/T724�72#T*�%�#�7T)>=
(x, y) = (0.6, 0.2) ]4H7 Q *�1�:<B�1�:+/&% M 4�72B�I�!C#�7 gwv )>= Q I01�:+/&I�724�:+/&#2) P 1&/21&A�I�79Ri)64�%0) M
��P %�=�)<)</40) Q 16'�#&%hR;4 L0g :+)e'�*�1�# L0g /21�.�B L (0, 0)

#F4�7>.�79*�)3B�1&1�I&'�%�4�7T/�:@:+1&A�:+/&#2)64�4�!z=V%
#2)6B0/21�I�7&=V%

v1 =

[

1

(1 +
√
5)/2

]

, v2 =

[

1

(1−
√
5)/2

]

,

�
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R2

1&/&#2)6.�7 gwv %�=V%F:+1&A�:+/&#2)64�4�!z=�U>4�7>.0)64�%h8�= λ1 = (3+
√
5)/2

%
λ2 = (3−

√
5)/2 ]

� /�=�)</&%�=t,0.0/21F16'�401F%hUH:+1&A�:+/&#2)64�4�!ED;U>4�76.0)64�%�5m*�)+R;%0/F#&40)�)e'�%�4�%�.�401�Z+1FB�I L sZe70,�7�#2/21�I01&) \ #&4 L /&I�% 40)6Z+1 ]	a 72BuBh72B 1&/21&A�I�79RX)64�%0)�*�%�40)65�401�,�/21 Zr*�1&A�79*�K9s401&)m40) L :+/21�5�.�%�#21&) =V401�Z+1&1&A�I�79U>%0);% 40) L :+/21�5�.�%�#21&) Q 16' Q I01�:+/&I�724�:+/&#21�:+1�# Q 7>s'S7 g / � W u(0) = Eu ]�a 1 Ri)":67&=�1&)f: Q I�72#2)e'�*�%�#21�'�*�8 W s(0)
%

Es ] ~�1�/</21Ts= L Eu = span {v1} Q I0)e'�:+/T72#T*�8�)</F:+1&A&1�5�40) L :+/21�5�.�%�#21&)3=V401�Z+1&1&A�I�79U>%0)@40) Q 1Ts'�#&%hR;401�5�/21�.�B�%-,�7
Es = span {v2} \ L :+/21�5�.�%�#21&)i=�401�Z+1&1&A�I�79U>%0) ]a 72B�%�= 1&A�I�79U61�=t,x40) L :+/21�5�.�%�#21&)`=V401�Z+1&1&A�I�79U>%0) + #&!ED�16'�%0/$%hU )e'�%�4�%�.�401TsZ+1 B�#�7>'�I�7T/T7 + #�/21�.�B�) A =

(

(
√
5− 1)/2, 1

) 4�7�#2)6I2D�40)65 Z<I�724�%�J0)�B�#�7>'�I�7>s
/T7�%W#212U>4�%�Bh7T)</�#&401�#&K�:f/2)>= Ri) L Zr*�1�#&!z= B�1�/6GHGH%�J�%0)640/21�= # /21�.�B�)

B =
(

(
√
5− 1)/2, 0

) 4�7p4�%hR;40)65�Z<I�724�%�J0)�,0U97T/2)>=W#&!ED�1<'�%0/m.0)6I0)+U Q I�72# L0g Z<I�724�%(s
J L #p/21�.�B�) C =

(

1, (
√
5− 1)/2

) %f/ ] ' ]~�1�:<B�12*�K&B LuL Zr*�1�#&!t)�B�1�/6GHGH%�J�%0)640/�! (

1±
√
5
)

/2
=V401�Z+1&1&A�I�79U>%�5

W u
%

W s %�I�I�72J�%01�4�79*�K&4�!H, /</&%$=V401�Z+1&1&A�I�79U>%h8 Q *�1&/&4�! 4�7�)e'�%�4�%�.�401�= B�#�7>'�I�7T/2)
M #&: g ' L�Q *�1&/&401 1&A�=?7T/&!C#�7 g / /21�I P ]�a 72B�%�=$1&A�I�79U61�=t,�Bh79RF'�1&)i%hUF=V401�Z+1&1&A�I�7>sU>%�5

W s(0)
%

W u(0) Q I�%0A2*�%hRp7T)</&:r8�:67&=�1"B :+)<A&) Q I01�%hU>#212*�K&401fA2*�%hU>B�1
	 | 1Ts*�)<)@/21�Z+1�,h: L0v )6:+/&# L )</iA&)6:<B�1�40)6.�401p=V401�Z+1F/21�.0)6B Q )6I0)6:+)6.0)64�%h8 L :+/21�5�.�%�#21�Z+1�%40) L :+/21�5�.�%�#21�Z+1m=V401�Z+1&1&A�I�79U>%�5 ]
�_�T�T�T�0� �h] ~�1�B(79R;%0/2)�, .0/21�1&/21&A�I�79Ri)64�%0) M
��P %�=�)<)</f:<. �</&401&);=V401>Ri)6:+/&#21 Q )esI�%016'�%�.0)6:<B�%(D"/21�.0)6B�%�.0/21 =V401>Ri)6:+/&#21;/T72B�%(D"/21�.0)6B Q *�1&/&401m# T 2 ]bM � 4�7>.�79*�7
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Q 1�Bh79R;%0/2)�,(.0/21 x̄ \ Q )6I�%016'�%�.�4�7H/21�Z['S73%�/212*�K&B�1j/21�Z['S70,�B�1�Z['S7@1&A&)}B�1�= Q 1�40)64(s/&!
x̄ \ I�72J�%01�4�79*�K&4�!t)X.�%�:e*�7p:H1<'�%�4�72B�1�#&!z=V%fU>4�7&=�)64�7T/2)+*�8�=V% ] P

�_�T�T�T�0� +0]z� Q % �i%0/2)`=V401>RX)6:+/&#21 Λ = W s(0) ∩ W u(0)
,E*�)+Rp7 v )<) # Q )6I0)es:+)6.0)64�%�% %�4�#�72I�%�7240/&4�!xD`=V401�Z+1&1&A�I�79U>%�5�*�%�40)65�401�Z+1"1&/21&A�I�79Ri)64�%h808�4�7�/21�I0) ]*H72B�1�5 #&!C#216'	, Q 1u#�7��X)>= L =V40)64�% g ,x=�1>R;401 : '�)+*�7T/�K`1&/&: g 'S7`1u:+/&I L B0/ L I0)

+ /&% Q %�.�401�5�1�I0A�%0/&! + 	

a 1�.�Bh7 q ∈ W s(p) ∩ W u(p)
,�1&/<*�%�.�4�798 1&/

p
,�4�79U>!C#�7T)</&:r8 ����� � � 	�������� ��&

!�� ��� ]?^ 1�#212*�K&401 *�)6Z<B�1 L #&%('�)</&K�,{.0/21`)6:e*�%$: L0v )6:+/&# L )</ 16'�4�7 /T72B(798 /21�.�Bh70,/21 '�12*�R;401 : L0v )6:+/&#21�#�7T/&KuA&)6:<B�1�40)6.�401&)�=V401>Ri)6:+/&#21 ����� � � 	���������� !�� � � /21Ts
.0)6B ]{^ )65�:+/&#&%0/2)+*�K&401�, Gn(q) → p Q I�% n → ±∞ ,E% /</T7 : D�16'�%�=�1�:+/&K�'�*�8
=?79*�!EDFU>4�7>.0)64�%�5 |q−p| 1 Q %�:<!C#�7T)</&:r8F*�%�40)65�401�5�:<%�:+/2)>=�1�5 ](| 12*�)<)t/21�Z+1�,&)6:e*�%1&/21&A�I�79Ri)64�%0)p:+16D�I�724h8�)</;1�I�%0)640/T72J�% g M .0/21�: Q I�72#2)e'�*�%�#21;'�*�8�1&/21&A�I�79Ri)64�%h8~ L 724�Bh72I0) P ,>/21H=�)+RF' L '�# L =�8iZ+1�=�1�Bh*�%�4�%�.0)6:<B�%�=V%j/21�.�Bh7&=V% q

%
G(q)

'�12*�R;4�7
I�72: Q 12*�72Ze7T/&K&:r8") v )@D�1&/68�A�! 16'�4�7p/&1�.�B(7;%hU

W s(p) ∩W u(p) M 1&A&12U>4�7>.0)64�4�798
q̂
4�7 'V%�: ]0�&P ]0� I0A�%0/T7 {Gn(q)} /21�.�B�% q
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