
Ëåêöèÿ 3

Áèîëîãè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Ñèñòåìà Ëîòêè-Âîëüòåððà

Â càìîì îáùåì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà ïëîñêî-
ñòè, èìåþò âèä

x1(t) = R1 cos(βjt + θ1), x2(t) = R2 cos(βjt + θ2). (1)

Èì ñîîòâåòñòâóþò çàìêíóòûå ýëëèïòè÷åñêèå òðàåêòîðèè íà ôàçîâîì ïîð-
òðåòå. Êðèâûå, çàäàííûå óðàâíåíèåì (1), ñèëüíî ñèììåòðè÷íû, è õîòÿ
èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ Ri è θi (i = 1, 2) äîïóñêàåò èçìåíåíèå àìïëèòóäû
è ñäâèã íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè, ôîðìà òðàåêòîðèé îñòàåòñÿ íåèç-
ìåííîé.

Â äèíàìèêå ïîïóëÿöèé ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèìåðîâ, êîãäà èçìåíåíèå
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé âî âðåìåíè íîñèò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð. Îä-
íàêî, ýòè êîëåáàíèÿ çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ îò ãàðìîíè÷åñêèõ, è äëÿ òîãî,
÷òîáû èõ ïðîìîäåëèðîâàòü, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü íåëèíåéíûå óðàâ-
íåíèÿ.

Îäíèì èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ îïèñàíèÿ äèíàìèêè âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíàÿ äâóìåðíàÿ ñèñòåìà Ëîòêè-
Âîëüòåððà. Õîòÿ ýòà ìîäåëü íå ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ðåàëèñòè÷-
íîé, òåì íå ìåíåå îíà óêàçûâàåò íà íåêîòîðûå âàæíûå ïðèíöèïû è óñëî-
âèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåàëüíûõ êî-
ëåáàòåëüíûõ ÿâëåíèé. Îíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå áàçîâîé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìî-
äèôèêàöèé ìîäåëè, íàõîäÿùèõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ
ðîñòà, ñîêðàùåíèÿ è îáùåé äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ áèîëîãè÷å-
ñêèõ ïîïóëÿöèé.

Èíòåðåñ Âèòî Âîëüòåððà ê áèîëîãè÷åñêèì ïðîáëåìàì (1926) âîçíèê
èç íàáëþäåíèÿ ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè, ñâÿçàííîé ñ âçàèìîäåéñòâèåì
ïîïóëÿöèé áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ, æèâóùèõ â îáùåé ñðåäå. Îáû÷íî îíè
îñïàðèâàþò îäíó è òó æå ïèùó, èëè æå îäíè âèäû æèâóò çà ñ÷åò äðó-
ãèõ, êîòîðûìè îíè ïèòàþòñÿ. Âñå ýòî âõîäèò â îáùåå ÿâëåíèå áîðüáû
çà ñóùåñòâîâàíèå. Ïðè îäíèõ óñëîâèÿõ èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïó-
ëÿöèé ñîñòîÿò èç ôëóêòóàöèé âîêðóã íåêîòîðûõ "ñðåäíèõ" çíà÷åíèé,
ïðè äðóãèõ óñëîâèÿõ � ñâîäÿòñÿ ê èñ÷åçíîâåíèþ èëè ïðîãðåññèðóþùåìó
óâåëè÷åíèþ íåêîòîðûõ âèäîâ. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêèå
äàííûå, âîçìîæíà è áîëåå ñëîæíàÿ, íàïðèìåð, ïåðèîäè÷åñêàÿ äèíàìèêà
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé.
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Ïðè ìîäåëèðîâàíèè áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè
ñ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè, õîòÿ â ïðèëîæåíèÿõ ïåðåìåííûå äîëæ-
íû áûòü öåëî÷èñëåííûìè. Âìåñòî ðàçðûâíûõ öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ÷èñëåííîñòü èíäèâèäóóìîâ òîãî èëè èíîãî áèîëîãè÷å-
ñêîãî âèäà, ââåäåì íåïðåðûâíûå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, èìåþùèå
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè òó æå öåëóþ ÷àñòü, ÷òî è ðàçðûâíûå. Äàëåå
íåîáõîäèìî íàéòè óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ èõ ñîäåðæàòåëüíîãî îïðå-
äåëåíèÿ è ïîçâîëÿþùèå ñîïîñòàâëÿòü ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñ äàí-
íûìè áèîëîãîâ.

Íàïðèìåð, îäíà èç ïåðâûõ è ñàìûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé áûëà ïîñòðîåíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì âèä æèâîòíûõ, êîòîðûé æèâåò èçîëè-
ðîâàííî â íåèçìåííîé ñðåäå. Ýòî óæå íåêîòîðàÿ èäåàëèçàöèÿ ðåàëüíîé
ñèñòåìû. Áîëåå òîãî, ïðåíåáðåæåì ïåðèîäè÷íîñòüþ è äèñêðåòíîñòüþ ðî-
æäàåìîñòè è ñìåðòíîñòè. Òîãäà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìíîãî-
÷èñëåííîé ïîïóëÿöèè äëÿ êîðîòêîãî èíòåðâàëà âðåìåíè ÷èñëî ðîæäåíèé
è ÷èñëî ñìåðòåé ïðîïîðöèîíàëüíî îáùåé ÷èñëåííîñòè èíäèâèäóóìîâ, ñó-
ùåñòâóþùèõ â äàííûé ìîìåíò. Ïðèðîñò ÷èñëà èíäèâèäóóìîâ N â íåêî-
òîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí N è äëèíå èíòåðâàëà:

dN = εN dt

ãäå ε � êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà, ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè ìåæäó ñêîðîñòüþ ïðèðîñòà dN

dt è ÷èñëîì N . Ïîëó÷åííîå óðàâ-
íåíèå dN

dt = εN èìååò ðåøåíèå N(t) = N0 eε(t−t0). Ýòî õîðîøî èçâåñòíûé
ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàçâèòèÿ âèäîâ, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî åñëè âðå-
ìÿ âîçðàñòàåò â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè
èçìåíÿåòñÿ, ñëåäóÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïðè ε > 0 âèä ðàçðàñ-
òàåòñÿ, ïðè ε < 0 óìåíüøàåòñÿ, à ïðè ε = 0 ðîæäàåìîñòü êîìïåíñèðóåò
ñìåðòíîñòü è ÷èñëåííîñòü âèäà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Êàê âèäèì, èçìåíå-
íèå N(t) ìîíîòîííî âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Çíà÷åíèå ε, õàðàêòåðèçóþùåå ðàç-
âèòèå âèäà, ìîæíî îïðåäåëèòü èç ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Òàê, åñëè çà
âðåìÿ T ÷èñëåííîñòü óäâîèëàñü, òî åñòü eεT = 2, òî ε = 1/T ln 2. Åñëè æå
÷èñëåííîñòü ñîêðàòèëàñü âäâîå, òî åñòü eεT = 1/2, òî ε = −1/T ln 2. Ïðè
óñëîâèè, ÷òî âíåøíÿÿ ñðåäà èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, ìîæíî ïîïðîáîâàòü
ââåñòè â ìîäåëü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðèðîñòà ε îò âðåìåíè:

dN

dt
= ε(t)N.

Åñëè çàäàòü ôóíêöèþ ε(t), òî èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàñò èñ-
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êîìóþ ôóíêöèþ N(t), êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå íå îáÿçàíà áûòü ìîíî-
òîííîé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî âèäîâ æèâîòíûõ, æèâóùèõ âìåñòå. Èõ
êîýôôèöèåíòû ïðèðîñòà Ni

dNi

dt áóäóò çàâèñåòü â îáùåì ñëó÷àå îò ÷èñëåí-
íîñòè îòäåëüíûõ âèäîâ è îò âðåìåíè, åñëè èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå âíåø-
íèå âîçäåéñòâèÿ, èçìåíÿþùèå ñðåäó îáèòàíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà âíåøíèìè
âîçäåéñòâèÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîëó÷àþòñÿ àâòîíîìíûå äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà:

Ni
dNi

dt
= fi(N1, N2, . . . , Np).

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ âèäîâ, îäèí èç êîòîðûõ
ïîæèðàåò äðóãîé (õèùíèê è æåðòâà), ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà äâóõ óðàâíå-
íèé:

dN1

dt
= N1(ε1 − γ1N2), (2)

dN2

dt
= −N2(ε2 − γ2N1), ε1, ε2, γ1, γ2 > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ñðåäå, ãäå îáèòàþò ýòè âèäû, íàõîäèòñÿ òîëüêî
ïåðâûé âèä (æåðòâà), òî ó íåãî áóäåò íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò ïðèðî-
ñòà ε1 > 0. Äðóãîé âèä (õèùíèê) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îí ñóùåñòâóåò
èçîëèðîâàííî, èìåë áû îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà −ε2 < 0.
Êîãäà îíè ñóùåñòâóþò â îãðàíè÷åííîé ñðåäå, ïåðâûé âèä áóäåò ðàçâè-
âàòüñÿ òåì ìåäëåííåå, ÷åì áîëüøå ñóùåñòâóåò èíäèâèäóóìîâ-õèùíèêîâ:
åãî êîåôôèöèåíò ïðèðîñòà óìåíüøàåòñÿ è ðàâåí ε1 − γ1N2. Âòîðîé âèä,
íàîáîðîò, áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ òåì áûñòðåå, ÷åì ìíîãî÷èñëåííåå æåðò-
âû: åãî êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà óâåëè÷èâàåòñÿ äî −ε2 + γ2N1.

Ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ (2), ïðåäëîæåííûå Âîëüòåððà äëÿ îïèñàíèÿ
äèíàìèêè ñèñòåìû õèùíèê�æåðòâà, ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè Ëîòêè
(1920) äëÿ ìåõàíèçìà ãèïîòåòè÷åñêîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè

A + X
X + Y

Y

→
→
→

2X
2Y
B

(3)

ãäå X,Y - ïðîìåæóòî÷íûå âåùåñòâà, k1, k2 è k3 � êîíñòàíòû ñêîðîñòåé
ñòàäèé ðåàêöèè, à êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòà A è ïðîäóêòà B ïîääåðæèâà-
þòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ýòè óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà A è B îçíà÷àþò, ÷òî ñèñòå-
ìà (3) îòêðûòà è, òåì ñàìûì, äîëæåí ïðîèñõîäèòü îáìåí âåùåñòâîì ñ
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îêðóæàþùåé ñðåäîé. Íà ïðàêòèêå, åñëè A è B èìåþòñÿ â ñòîëü áîëüøèõ
êîëè÷åñòâàõ, ÷òî èõ óìåíüøåíèå èëè ïðîèçâîäñòâî â ðåàêöèè (3) îêàçû-
âàåò ïðåíåáðåæèìî ìàëîå âëèÿíèå íà èõ êîíöåíòðàöèþ, òî A è B ìîæíî
ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè.

Åñëè îáîçíà÷èòü êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ A, B, X è Y òåìè æå áóêâàìè,
òî èç çàêîíà äåéñòâóþùèõ ìàññ, ïðèìåíåííîãî ê (3), ñëåäóþò êèíåòè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ X(t) è Y (t):

Ẋ = k1AX − k2XY, Ẏ = k2XY − k3Y, (4)

â êîòîðûõ A, k1, k2 è k3 � ïîñòîÿííûå. Íàïîìíèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàêîíîì äåéñòâóþùèõ ìàññ, ñêîðîñòü ðåàêöèè nA+mB âçàèìîäåéñòâèÿ
n ìîëåêóë âåùåñòâà A è m ìîëåêóë âåùåñòâà B îïðåäåëÿåòñÿ êàê R =
kCn

ACm
B , ãäå CA è CB � êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ A è B, ñîîòâåòñòâåííî. Êàê

âèäèì, ñèñòåìû ÎÄÓ (2) è (4), äåéñòâèòåëüíî, ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ
äî îáîçíà÷åíèé.

Äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4) íàì íóæíû
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ìû çàäàäèì â âèäå

X(0) = X0, Y (0) = Y0, (5)

ãäå X0 > 0, Y0 > 0.
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Ẋ = k2X (k1/k2A− Y ), Ẏ = k2Y (X − k3/k2),

òàê ÷òî, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóþò äâà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ
ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé X è Y îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî åñòü
Ẋ = Ẏ = 0:

X = Y = 0, Xs =
k3

k2
, Ys =

k1A

k2
.

Òåïåðü óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå

u(τ) =
X

Xs
=

k2X

k3
, v(τ) =

Y

Ys
=

k2Y

k1A
, τ = k1At, a =

k3

k1A
=

Xs

Ys
> 0.

Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (4) ïðèíèìàåò âèä:
du

dτ
= u(1− v),

dv

dτ
= av(u− 1) (6)

è èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿ:

u = v = 0, u = v = 1. (7)
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Ýòè òî÷êè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (u, v) ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòå-
ìû (6), êîòîðàÿ â ïåðåìåííûõ u, v çàïèñûâàåòñÿ â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ

dv

du
= −a · u− 1

u
· v

1− v
. (8)

Àíàëèç òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ìåòîäîì èñ-
ñëåäîâàíèÿ äèíàìèêè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ìîäåëè êîòîðûõ ñâîäÿòñÿ ê
ñèñòåìàì äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èññëåäóåì âíà÷àëå óñòîé-
÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé (7), âûïèñàâ áîëåå ïðîñòûå óðàâíåíèÿ,
êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþò óðàâíåíèå (8) âáëèçè êàæäîé èç ñòàöèîíàðíûõ
òî÷åê.

Îñîáàÿ òî÷êà â íà÷àëå êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé ñåäëîâîé
òî÷êîé, ïîñêîëüêó âáëèçè òî÷êè u = v = 0 ïðè |u| ¿ 1 è |v| ¿ 1
óðàâíåíèå (8) ïðèáëèæàåòñÿ óðàâíåíèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

dv

du
= −av

u
, (9)

êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ ÿâíî: vua = const. Òàêèì îáðàçîì, âáëèçè íà-
÷àëà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (u, v) òðàåêòîðèè èìåþò ãèïåðáîëè÷åñêóþ
ôîðìó.

Âáëèçè íåíóëåâîé îñîáîé òî÷êè u = v = 1, òî åñòü âòîðîé òî÷êè èç
(7), çàïèøåì

u = 1 + ū, v = 1 + v̄, |ū| ¿ 1, |v̄| ¿ 1,

è (8) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ū è v̄ ïðèìåò âèä

dv̄

dū
= −aū

v̄
. (10)

Ýòî óðàâíåíèå òîæå èíòåãðèðóåòñÿ ÿâíî: aū2 + v̄2 = const. Ñëåäîâàòåëü-
íî, u = v = 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåíòð, è â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè êîëåáàíèÿ âûãëÿäÿò êàê ãàðìîíè÷åñêèå, ïîñêîëüêó ïîëó÷åííûé
ïåðâûé èíòåãðàë îïðåäåëÿåò ýëëèïñû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ū, v̄).

Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, íàñêîëüêî òî÷íî "ìîäåëè" (9) è (10) ïðèáëèæàþò
èñõîäíóþ ñèñòåìó (4). Óðàâíåíèå (8) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ÿâíî è
ïîëó÷èòü ïåðâûé èíòåãðàë â âèäå

au + v − ln (uav) = H = const. (11)
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Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (4)-(5) â áåçðàçìåð-
íîé ôîðìå èìååò âèä

a(u− u0) + (v − v0) = ln

[(
u

u0

)a (
v

v0

)]
, (12)

u(0) = u0 =
k2

k3
X0, v(0) = v0 =

k2

k1A
Y0

Ïðè ôèêñèðîâàííîì H, òî åñòü ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ðà-
âåíñòâî (12) îïðåäåëÿåò çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ íà ïëîñêîñòè (u, v). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïåðâûì èíòåãðàëîì áóäåò òàêæå ñîîòíîøåíèå

Φ(u, v) = uae−au · v e−v = f(u) · g(v) = c,

ãäå c > 0 � çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ôóíêöèè f(u) è g(v) ïîëîæèòåëüíû íà
ïîëóîñè (0,∞), èìåþò íà íåé îäèí ìàêñèìóì è ìîíîòîííû äî è ïîñëå
ìàêñèìóìà. Òèïè÷íûå ãðàôèêè èçîáðàæåíû íà Ðèñ. 1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè f(u) è g(v) ïðèíèìàþò ìàêñèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ ïðè u = 1 è v = 1, ñîîòâåòñâåííî, è òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
äâóõ ïåðåìåííûõ Φ(u, v) â ïîëîæèòåëüíîì îêòàíòå u > 0, v > 0 èìååò
êîíå÷íîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå f(1) ·g(1) â òî÷êå (1,1). Ñëåäîâàòåëüíî,
ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè Φ(u, v) ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êðèâûìè, îêðóæà-
þùèìè òî÷êó (1,1). Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (6) ñîâïàäàþò ñ ýòèìè ëèíèÿìè
óðîâíÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (1,1) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì.

Ôóíêöèè f(u) è g(v) íå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ìàêñèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, çàìêíóòûå òðàåêòîðèè íå ÿâëÿþòñÿ ýë-
ëèïñàìè. Îáå ôóíêöèè f è g èìåþò êðóòîé ïîäúåì è îòíîñèòåëüíî ïîëî-
ãèé ñïóñê (ñì. Ðèñ. 1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè èìåþò ôîðìó, óêà-
çàííóþ íà Ðèñ. 2. Òî÷êà ïîâîðîòà òðàåêòîðèè ïî íàïðàâëåíèþ v âñåãäà
íàõîäèòñÿ íà ëèíèè u = 1, ïîñêîëüêó ýòî ãëàâíàÿ èçîêëèíà dv/dτ = 0, à
äëÿ u � ïðè v = 1. Íåýëëèïòè÷åñêàÿ ôîðìà òðàåêòîðèé íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû ÎÄÓ (6) â îêðåñòíîñòè ýòîãî öåíòðà îòðàæàåò íåãàðìîíè÷åñêèé
õàðàêòåð êîëåáàíèé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé (ñì. Ðèñ. 3).

Èòàê, ðåøåíèå ñèñòåìû (4)-(5) èìååò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð, ïî-
ñêîëüêó ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ðåøåíèå â ïëîñêîñòè (u, v) âíîâü ïðîéäåò
÷åðåç ëþáóþ òî÷êó, êîòîðàÿ áûëà ïðèíÿòà çà èñõîäíóþ ïðè t = 0. Íà-
ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî îðáèòàì çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (6). Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî íàéòè çíàê du/dτ èëè dv/dτ â ëþáîé òî÷êå (ìîæíî, íàïðèìåð,
íà ñåïàðàòðèñå).

Äëÿ êàæäîé çàìêíóòîé îðáèòû ñóùåñòâóåò ñâîé ïåðèîä T òàêîé, ÷òî
u(τ + T ) = u(τ) è v(τ + T ) = v(τ). Ïðîèçâîäÿ îñðåäíåíèå ïî ýòîìó
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ïåðèîäó, ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ (6) ìû ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèÿ

1

T

∫ T

0

1

u
· du

dτ
dτ =

1

T

∫ T

0
(1− v)dτ,

1

T

∫ T

0

1

v
· dv

dτ
dτ =

a

T

∫ T

0
(u− 1)dτ,

òî åñòü,
1

T
[ ln u(τ) ]T0 = 1− 1

T

∫ T

0
v dτ,

1

T
[ ln v(τ) ]T0 =

a

T

∫ T

0
u dτ − a.

Îòñþäà â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé u è v ïîëó÷àåì, ÷òî
1

T

∫ T

0
v(τ)dτ = 1,

1

T

∫ T

0
u(τ)dτ = 1. (13)

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ u0 è v0 ïåðèîä T ðàçëè÷åí, èç (13)
ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíèå ïî ïåðèîäó çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé u è v ðàâíû
ñòàöèîíàðíûì çíà÷åíèÿì u = v = 1 äëÿ âñåõ îðáèò.

×òî êàñàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóîñåé u = 0 è v = 0, òî îíè ÿâëÿþòñÿ
ñåïàðàòðèñàìè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé â íà÷àëå êîîðäèíàò,
ïðè÷åì ïðè u0 = 0 è v0 > 0 ñèñòåìà áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê (0, 0) ñî
âðåìåíåì, à ïðè u0 > 0 è v0 = 0 - óäàëÿòüñÿ îò ñòàöèîíàðíîé òî÷êè
(0, 0). Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëî êîîðäèíàò áóäåò ñåäëîâîé òî÷êîé è äëÿ
íåëèíåéíîé ñèñòåìû (4)-(5). Äëÿ áèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè (2) ýòî îçíà÷àåò
ñëåäóþùåå. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = t0 ÷èñëåííîñòü æåðòâ ðàâíà
íóëþ, N10 = 0, è ïðèñóòñòâóþò òîëüêî õèùíèêè, N20 > 0, òî ýòî ñâîé-
ñòâî ñîõðàíèòñÿ ïðè âñåõ t > t0: N1(t) ≡ 0, N2(t) = N20e

−ε2(t−t0) > 0. Ïðè
ýòîì ÷èñëåííîñòü õèùíèêîâ áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàòüñÿ ââèäó
îòñóòñòâèÿ æåðòâ. Åñëè æå ïðè t = t0 õèùíèêîâ íåò N20 = 0, íî N10 > 0,
òî âïîñëåäñòâèè æèâîòíûå-æåðòâû áóäóò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàçìíîæàòü-
ñÿ â îòñóòñòâèè õèùíèêîâ (N20(t) ≡ 0 ïðè âñåõ t > t0). Òðàåêòîðèÿ íå
ïîêèíåò îñè N1, íî ñèñòåìà áóäåò óäàëÿòüñÿ îò íåïîäâèæíîé òî÷êè (0, 0)
ñî âðåìåíåì.

Òàêèì îáðàçîì, óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ (9) è (10) ñîõðàíÿþò òèï ôàçî-
âîãî ïîðòðåòà â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, õîòÿ ýòî âåðíî òîëüêî
â ìàëîé îêðåñòíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé òî÷êè âû-
õîä òðàåêòîðèè èç ìàëîé îêðåñòíîñòè íå îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà, äâèãàÿñü
âäîëü òðàåêòîðèè, íèêîãäà áîëüøå íå âåðíåòñÿ â ýòó îêðåñòíîñòü.

Çàäà÷à. Ïîñòðîèòü ðèñóíêè, àíàëîãè÷íûå Ðèñ. 1-3, äëÿ a > 1 (1), a < 1
(2).
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Ðèñ. 1: Ôóíêöèè g(u) è f(u) äëÿ ðàçíûõ a
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Ðèñ. 2: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (6) äëÿ a = 0.4
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Ðèñ. 3: Èçìåíåíèå ôóíêöèé u è v âî âðåìåíè äëÿ a = 0.4
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